ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025 16/01/2025

Devoir en temps libre n°11

Probléme 1

Soit E = .#,(R) muni de structure euclidienne canonique et A € O, (R).

1. Déterminer |[M|| pour M € O, (R).
. 1p-]
2. On suppose 1 ¢ Sp (A). Etudier la convergence de — > A pour p — +oo0.
Pr=0

1
3. Montrer R*=Ker (A —1,)®Im (A —1,)
; 121
4. Btudier la convergence de — > A¥ pour p — +00.
Pr=0

5. On suppose 1 ¢ Sp (A). La suite (A¥),, est-elle convergente ?
On pourra s’intéresser a la suite (A*F1),.

Probléme 11

Soit E un espace euclidien. Un endomorphisme u de E est dit antiysymétrique si

V(ZE,y) € E? <U(I),y> == <I7 U’(y))
1. Soit Z une base orthonormée de E et u € Z(E). Montrer

u antisymétrique <= matgu € o, (R)

Dans ce qui suit, on suppose que '’endomorphisme u est antisymétrique.
2. Soit F sev de E stable par u. Etablir que le sev F est stable par w.
3. On suppose u inversible.
(a) Soit .Z une base orthonormée de E et A = mat yu. Etablir Sp(A) C iR \ {0}.
(b) Montrer qu’il existe F plan vectoriel stable par w.
(¢) Montrer qu'il existe 2 base orthonormée de E telle que
0 —a;

matgu = diag(Ay,...,A,) avec Vie[l;p] A, = <a- 0

) et a; € R*
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4. Etablir E=Ker u®Im u

5. Justifier que Im u est stable par u puis, notant v = uy, ,, ’endomorphisme induit par «
sur Im w, montrer que ’endomorphisme v est antisymétrique et que v € GL(Im u).

6. Généraliser le résultat établi a la question 3.(c).



Probléme III (bonus)

Soit n entier non nul. On note d,, la dimension maximale d’un sous-espace de .#,,(R) dont tous
les éléments non nuls sont inversibles.

1. Justifier I'inégalité d, > 1

2. Montrer l'inégalité d, <n

On pourra considérer 'application C; qui a une matrice M € F associe sa premiére colonne
avec F sev de #,(R) tel que F \ {0} C GL,(R).
3. Si n est impair, montrer que d,, = 1.

4. Déterminer dy. On pourra considérer ’ensemble

a —b —c —d
- b a —d c "
F = e d a - | (a,b,c,d) € R
d —c b a

et munir .#4(R) de son produit scalaire canonique.



