ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°49

Exercice 1 (*)

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1. Y th(n)z" 3. > In(n)z" 5. > In(ch (n))z"

n>1
2 ,;%z” 4. e n 6. S In(th (n))z"
Corrigé : 1. On a th (n) — 1 d’out Y th(n)z" de méme rayon que » 2" et par conséquent
R=1
2.0n a ”nj— 7 m 1. Par application de la régle de d’Alembert, on conclut
R=1
Variantes : (a) On a Vn € N* % < Ln <1
n n

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de et Y .z", onaR; >R >Ry et par

ailleurs, on a R; = Ry = 1 d’ou le résultat.
(b) Par croissance comparées, on a pour r > 0

et on retrouve R = 1.

3.0n a Vn >3 I1<Inn)<n—-1<n

la deuxiéme inégalité s’'obtenant par concavité de In. Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de
Z’Vl

> —, > In(n)z"™ et Y 2" on a Ry > R > Ry et par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

n>1 M p>1

R=1

In(n+ 1)

Variante : On observe
n(n)

1 1
—1+-In(1+=-) —1
n

n n—o0

et le résultat suit par application de la régle de d’Alembert.

2 2 2
4. Pour r > 0, on a eyt = g nIn() — g—n7(1+o(1)) 4 ()
n—oo

Alinsi, la suite (e *"27“”) est bornée pour tout » > 0 d’out
n

R =+00

Variante : Avec ——=c — 0



et par application de la régle de d’Alembert, on trouve R = +oc.

nl + e—2n>
5. On a In(ch (n)) =In (e — ) =nt O(1) ~on
Ainsi, les séries Y In(ch (n))z™ et > nz" ont méme rayon de convergence d’otl
R=1
6. 0 In(th (n)) th(n) —1= 20" e ~2n
Sona i n n—+o00 " - e 4+ e " nos+too ©

Ainsi, les séries Y In(th (n))z™ et Y e ">"2™ ont méme rayon de convergence et pour r > 0, on a

e 2" = O(1) si et seulement si r < e? d’ou

R =¢e?

Exercice 2 (*¥*)

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
1. Zsin(ﬂx/n2 +1)2" 3. > In(n!)z" 5. Y. 2mzn
2 2(E7)7 b Ty
n2 . —nZ
Z Z 4. Zz (2n)

k=1

Corrigé : 1. On a

D) =i (14 ) i (o (1455 0(15))
. (wn + % +o (%)) - <_1)n% o <%>

D’oit sin(ry/n? +1) ~ (—1)"—
n—+oo on
Ainsi, les séries Y sin(mvn? +1)z" et > . ont méme rayon de convergence (le facteur (—1)"
n=1 n

n’influe pas sur le caractére borné) et par conséquent

R=1

NN

2.0n a Vn € N* <))

=1

é\H

ol

1
—k)z”etgnz”,onaRl2R2R2
1

M=

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de > 2", (

nz

—_

k

et par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

R=1

3.0mna Vn > 3 1 <In(n!) = > In(k) < nln(n) < n?

Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de 2", > In(n!)z" et > n?*2", on a Ry > R > Ry et
par ailleurs, on a Ry = Ry =1 d’ou

R=1



4. Soit r > 0. On a ™ = O(1) si et seulement si r < 1 d’o

R=1
: n,.3n 3 1
5. Soit » > 0. On a 2'o = 0(1) <= 2r° <1 <= r< 5=
V2

1

Ainsi R=—

T2n
6.Soitr>0etunzm.0na

Unps1 n+1l r?

r
U, 22n+1) n-ooo 4

On utilise ensuite le critére de d’Alembert. Si r%/4 < 1 ce qui équivaut a r < 2, la série converge
absolument d’ott R > 2. Si 7?/4 > 1 ce qui équivaut a r > 2, la série diverge grossiérement d’oul
R < 2 et on conclut

R=2

Exercice 3 (*)
Déterminer le rayon de convergence puis la somme des séries entiéres suivantes :
1. > na™ 2. S (n+1)a* 3. > n2an

Corrigé : 1. Les séries > nz™ et > " ont méme rayon de convergence égal a 1. Par dérivation
d’une série entiére, on a pour x € | —1;1]

+00 d +00 d 1
Snet —at | San| = o ||

l1—=x

e

Ainsi Vee]—1:1] S(:U):m

2. Pour 7 > 0, on a (n+ 1)r?™ = O(1) si et seulement si r < 1 par croissances comparées. On en
déduit un rayon de convergence égal & 1. Puis, on considére

+00 +00
Vee]|—1;1] T(x)= > na™ et U(z)= > a"
n=0 n=0

Alors Veel-1;1] S(z) = (T + U)(2?)
Avec le résultat de la question précédente, on conclut
2 1 1
Veel-1:1] S(@)=— + -

(I1—22)2 1—22 (1—2a?%)?

3. La série Y n?z™ a méme rayon de convergence que » z" c’est-a-dire 1. On pose
+0o0 +0o0
Ve e]-1;1] S(z) = d.n?z" et T(z)= > a"
n=0 n=0

Par dérivation de série entiére, on trouve



Vee]-1;1]  S(z)= L [iomn] = ‘r% [xdi rioan =g {ﬁ}

dz L= T =0 dx
o x(1+x)
AIHSI Yz E]—l,l[ S(l’) = m

Exercice 4 (**)

Déterminer le rayon de convergence puis la somme des séries entiéres suivantes :

L S sh (n)a” 2y 5.y Ly ()
TOEEY 2 Tan)) RAVIA
Corrigé : 1. On ash(n) ~ % et on en déduit un rayon de convergence égal & e ~*. On pose
n—+00
+00 +o00o M __ e—n
Ve e]—etie ] S(z) = Y sh(n)a™ = ZTx”
n=0 n=0

Les séries entiéres Y e"x™ et Y e "a™ ont pour rayons de convergence respectifs e ! et e puisque
pour r = 0

e =0(1) < er<1l et e =0(1) < e r<1

Par linéarité du symbole somme car convergence (absolue) sur | —e ~';e ™1 [, il vient

+00 +00
Ve e]—etie™ | S(x)-%(Ze"x"—i—Ze_"x")
n=0 n=0

1 1 1
Ainsi Ve ec]—e ;e ! S(z :—< + )
] [ (z) 2\l—ex 1—elz
2.0 ! L ot les séries enticres 3" et Sz ont mé d
.Ona ——— ~ — et les séries entiéres Y — et > a™ ont méme rayon de convergence
n(n 4 1) n—+oo n2 as1n? Y &

d’ott un rayon égal a 1. On pose

+00 .CIZ‘TL
“1:1 S
rel-il S = Lot
On ob vrel-1:1] S—% —f{l— ! } n
n observe T : P2y i Sl Dl el T

. z"
Les série > — et >
n>1 N n>1M + 1
symbole somme

:L,n

ont méme rayon de convergence égal & 1. Ainsi, par linéarité du

Veel-1:1[~ {0} S@ =3 - o m(l—a)— (-l -2) - )
T SN A Dl D B r)=—(=In z) —x
m(i-o) .
On conclut |Vz €| —1;1] S(z) = —ln(l—x)+T+1 siz#0
0 sinon
2n)! 1
3.0n a (2n) _ . 0

(2n+2)!  (2n+2)(2n+1) nooo



Par application du critére de d’Alembert, on trouve un rayon de convergence égal a +oo. On pose

+00 {L‘n

Pour z > 0, on a S(x) =S (\/52) = io (\/E) = ch (V)

Pour x < 0,ona S(z)=S (—\/—_x2> = Z(—l) AV

n=0 (27[,)'
h iz >
Ainsi veeR  S(@)— (BB ste>0
CoSs (\/—x) six <0
n ]
4. On a Vn € N* 1<) -<n
=1k

no]
Notant Ry, R et Ry les rayons respectifs de > 2", > (Z E) Z"et Yy nz",onaR; >R >Ryet
nz1l k=1

. . - "
par ailleurs, on a Ry = Ry = 1 d’oit R = 1. Les séries > ,— et > ™ ont un rayon de convergence
n>1 n

égal & 1 et d’apreés le théoréme du produit de Cauchy

wer E(E)e-(52)(5

n=1 ‘=1 n=1

Ainsi Vee]—1;1] S(x) =

Exercice 5 (*)

Justifier que les fonctions suivantes se prolongent se prolongent en fonction € sur R :

. e S0E@) 2. 1 o A Gl
Xz T ZL‘Q

Corrigé : 1. On a le développement en série entiére usuel

. o0 L2+ foo  p2n
Vr € R sin(z) = go(—l)”m = a:;::om
+oo 20
On pose Ve e R o(x) = ;::0(—1)”m
Ainsi Ve € R o(x) = Smi@ stz 70
1 sinon

Comme la fonction ¢ est développable en série entiére sur R, on conclut

i
La fonction ¢ est le prolongement € de x — M
x




2. On a le développement VreR e? = —~
n=0T0:
+o0 -n—1
d’ou VeeR e —1=z3
n=1 n!
+00 pn—1
On pose Vr e R o(z)= > '
n=1 T
e’ —1 .
Ainsi Vo e R o(z) = sixz#0
1 sinon

Comme la fonction ¢ est développable en série entiére sur R, on conclut

r—1
La fonction ¢ est le prolongement € de x — ¢
x
100 21
3. On a le développement Ve € R ch(z) =
n:0(2n)'
+00 xQ(n—l)
d’ou Vo € R ch(z)—1= :cZHZ::l )l
+00 x2(n—1)
On pose Vr € R o(r) = nz::l )l
ch(z)—1 .
Ainsi Vr e R ox) =4 22 sixz#0
1 sinon

Comme la fonction ¢ est développable en série entiére sur R, on conclut

ch(z)—1
xz

La fonction ¢ est le prolongement 4> de x —

Exercice 6 (**)

Développer en série entiére les fonctions suivantes et préciser les rayons de convergence :
1. @~ sin(z) cos(2x) 2. z = In(z? +x+1) 3. x> sin(x)e”
Corrigé : 1. Par trigonométrie, on a

Ve e R sin(z) cos(2x) = % [sin(3x) — sin(z)]

1 [+o0 22l oo 2+l
T2 EJ‘””&Q - ,;0(_1)nm
Et par linéarité du symbole somme, on obtient
Vr e R sin(x) cos(2x) = lio( 1)71& 2n+1
2,20 (2n 4 1)!

2. Pour z € | —1;1] (intervalle déterminé a posteriori), on a

6



1 — 3
In(z? +x+ 1) :ln<1 ’ ) =In(l —2%) —In(1 — z)
-z
+00 41
Avec le développement usuel —In(1 —u) = Y~ — pour u € | —1; 1], on obtient
n=1
+00 31 +00 N +oo 3 +00 T
1 2 1) = — - - = 30 -
na”+otl) ngln +n;1n 30 +n;1n
Par linéarité du symbole somme, on trouve
+00 ay,
Vee]—-1;1] In(z? +x+1)= > —a" avec azpi1 = azni2=1 et az, = —2
n=1T
) +00 (1 4 1)
3.0mna Ve e R sin(z)e” = Im (%) = Im (Z %)
n=0 n!

Avec Décriture trigonométrique 1+ i = v/2e'7, on obtient

+00 95 el
Ve e R sin(z)e® = Im (Z a:”)

n=0 n'

n . (NT
oo 22 Sin <—>
Ainsi Ve e R sin(z)e® = Y —'4x”
n=0 n:

Exercice 7 (**)
On considére la série entiére ) sin <L> "
n=1 \/ﬁ
1. Déterminer son rayon de convergence R. On notera S sa somme sur | —R;R[si R > 0.
2. Btudier ;1_{% S(x).

1 1 1 "
Corrigé : 1. On a sin (—) ~ ——= donc sin (—) " et —— ont méme rayon de
s Vi) w40 5\ TR SV !
convergence. Puis, avec 4/ :l_ 7 —— 1, on conclut par application du critére de d’Alembert
n n—o00
R=1
+00 ]_
2. On pose Vee]—-1;1] S(x) = > sin <—> "
n=1 n
i T i 2
Par concavité, on a Vx € [ ,5] sinx > —x
s
1 2 2
d’ou Vn € N* sin <—> > — > —
vn m/n
. 2 oo g 2
On en déduit Ve e [0;1] S(x) =2 =Y —=—=In(1 —2)
Tp=1MN ™
Par comparaison, on conclut S(x) —— +00
r—1—




Exercice 8 (**)

Soit f développable en série entiére sur R et (z,), € (R*)Y vérifiant z, —— 0 et f(z,) = 0

n—oo
pour tout n entier. Montrer que f est nulle.

+00
Corrigé : Soit (ay), € CN telle que f(x) = Y aga® pour x réel. On suppose les a,, non tous nuls

k=0
et on pose { =min{n € N | a,, # 0}. On a

+00 oo
Ve e R f(x) = Y a,a" = 2tg(x) avec g(x) = > aprk*
n=¢ k=t

et f(z,) = 2°9(z,) = 0 pour n entier d’oit g(z,) = 0. La fonction g est développable en série
entiére donc continue en 0. Par conséquent, il vient

g(:):n) m 9(0) =a,=0

ce qui est absurde. On conclut

’La fonction f est nulle. ‘

Remarque : Ce résultat est intitulé principe des zéros isolés.

Exercice 9 (**)

+00 1\ 1
Montrer > (=1) :/ Arctan (t) dt
n=0(2n+1)(2n+2)  Jo

En déduire la valeur de cette somme.

(_1)nx2n+2
(2n+1)(2n +2)
que sa série dérivée deux fois > (—1)"2?". Or, pour r > 0, on a clairement (—1)"r** = O(1) si
et seulement r < 1 et on en déduit son rayon de convergence R = 1. On pose

Corrigé : On considére la série entiére » . Elle a méme rayon de convergence

+00 x2n+2

Vee]—1:1] S(x) :go(_l)n(2n+1)(2n+2)

Par dérivation de séries entiéres, il vient

Vrel-Li[ S =S (- §) = 3 (-1 = L
o ’ S m+ 1 R A g
Par intégration, on obtient
Todt
Vee]-1;1] S’(x):S’(O)—l—/O 1+t2:Arctan(w)
puis Vee|—-1;1] S(xz) = S(0) +/ Arctan (t) dt = / Arctan (t) dt
0 0

(=" < 1 >
A =0(—
vee (2n+1)(2n + 2) n?
(="
(2n+1)(2n + 2)
mann. D’aprés le théoréme d’Abel radial, il s’ensuit

on en déduit la convergence absolue de ) par comparaison et critére de Rie-



S(a) — 3 D"

=1 1 =0(2n+1)(2n + 2)

x
Or, la fonction z — / Arctan (t) dt est continue sur R d’ou
0

1

/ Arctan (t) dt — [ Arctan (t) dt
0 z—1

0

+00 (_1)n 1
lut = Arct tdt
On conclu 7;) GnrEn 1) /0 rctan

En intégrant par parties, il vient

/o1 Arctan (t) dt = [t Arctan (t)], — /01

t
1+¢2

dt — Arctan (1) — % In(1 + )]}

oo (=)™ 7T In2
A 7 In2
Hst Lo ensy 1 2

Exercice 10 (**)

Soit n entier. Un dérangement est une permutation de [1; n] sans point fixe. On note D, le
nombre de dérangements de [1; n] avec Dy = 1 pour convention.

n

1. Justifier Vn e N nl=>" (Z) D,z
k=0

2. Montrer que le rayon de convergence n’est pas nul puis déterminer la somme de la série
entiére > — ™.
n!
3. Déterminer lim —-

notoo !

Corrigé : 1. On note F,, ; 'ensemble des permutations de [ 1; n] ayant k points fixes. La famille
(Frk)kefo;n] st une partition de S, d’out

[Snl = kZ_IO Frkl = 32 () [Frkol

k=0

n

Ainsi Vn e N nl=>" (Z) D, _x

2. On a D,, < |S,,| = n! pour n entier d’'on R >1

. : D x" :
Les séries entiéres Z—?x" et Z—' ont pour rayons de convergence respectifs R > 1 et +00 et
n n

d’aprés le théoréme du produit de Cauchy, on en déduit

Vee]—1;1] Tgx":JiO(iﬁ)x”:exS(m)

n=0 ‘=0

Dot Vee]|—1;1] S(x) =




3. D’aprés le théoréme du produit de Cauchy pour les séries entiéres, il vient
+00 _1 n M +00 +00 n _1 k
Vre]-1;1] sup(z#)( xn):z<z¥>xn
n=0 T& n=0 n=0 \i=o k!

D’aprés 'unicité du développement en série entiére, on trouve

Dn e (_1)k
N _— =
v € P Sy

D
On conclut N

1

Remarque : Pour n entier, on pose A, ={c €S, | o(k) =k}. On a
Sno=5Sn~ |J A
k=1

D’aprés la formule du crible (hors-programme), on sait

n " k
Card | JAr =Y (=D > Card [ A,
o1 k=1 1<i1 <. <ip<n j=1

doi Card | JAy = (-1 5 (n—k)l = (=) () (n— k)l

D, Card S n (=1L n (1)
Ainsi, on retrouve Zno_ XACOn0 g > (=1 D (=1)

n' n' k=1 k" B k=0 kf'
Exercice 11 (**)

+00
Soit > a,z" série entiére de rayon de convergence R > 0 et r € |0;R[. On note f(z) = > a,2"
n=0

pour z € D(0,R).

2w
1. Montrer Vk e N 2mray, = / f(re?)e=*0 dg
0

2. On suppose R = +00 et f bornée sur C. Montrer que f est constante.

Corrigé : 1. Soit k entier et § € [0;27]. On a

. . + .

4 X _
i0 ko n,i(n—k)6
f(re”)e = > ayr'e

n=0

Notons V(n,0) € Nx[0;27] Un (0) = aprieln=k)0

On a Vn € N |tnllco = |an| 7™

et > |an| ™ converge absolument puisque 7 < R. On en déduit la convergence normale et donc
uniforme de la série de fonctions continues » u, d’ou, en intégrant terme a terme

2w ) } 2T 100 ' 400 2T
flrei?)e=*0 df = / S aprtel=h0 4p = Zan'r’”/ el(=k)9 g
0 0 n=0 n=0 0
—_—

=270,

10



2
Ainsi VkeN 2mrkay, = f(rei?)e=*0 dg
0

2. Soit M > 0 tel que |f(z)] < M pour tout z € C. Par inégalité triangulaire, il vient pour k
entier non nul et r > 0

2m 2m
27mr* |ag| < / | f(re®)e =] df < / M df = 2rM
0 0

M
Dot Vr >0 lag| < —
r

M
Faisant tendre r — +00, on en déduit — ——— 0 et d’ou ay = 0 pour k entier non nul. On
T r—+00

conclut

La fonction f est constante.

Remarque : Ce résultat s’intitule théoreme de Liouwville.

Exercice 12 (**)

_ Axcsin (z)

On pose Ve e]-1;1] fx) = Vo2

Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 puis montrer que f est déve-
loppable en série entiére et préciser son développement.

Corrigé : La fonction f est de classe €' sur | —1;1[. Par dérivation, il vient

Vee]-1;1] f'(x) = 1 _15(;2 x(?er;I;;gx)

Ainsi, la fonction f est solution de I’équation différentielle

(1-a?)f'(2) - of(z) = 1

Plus précisément, la fonction f est I'unique solution du probléme de Cauchy

{a—xﬂﬂw—xﬂmzl
f0)=0

+00

Cherchons une solution développable en série entiére y(z) = > a,z" pour x € | —R;R [ avec R
n=0

qu’on suppose strictement positif. Par dérivation d’une série entiére, on a

+00
Vi €] —-R;R]| y'(z) = Y na,z"?
n=1

On injecte les expressions dans I’équation différentielle :

+00 +0o0
(1 — 23> naa™t — Y a2t =1
n=1 n=0
+00 +0o0 +o0
soit S na,z" !t = S na,a™tt — Y a T =1
n=1 n=1 n=0

Avec un changement d’indice dans la premiére somme, il vient

11



+oo
a;+ >

n=0

Par linéarité du symbole somme dans 'intervalle de convergence, on obtient

+00
ar + > [(n+2)anse — (n+ Da,) 2" =1
n=0

Par unicité du développement en série entiére, on trouve

ap=1 et VYneN

(n+2)aps2 — (n+1)a, =0

+00 +00
n+l _ n+l _ n+l __
n n n
(n+ 2)a, 27 > nayx Sapa"tt =1

La condition initiale f(0) = 0 équivaut & ay = 0. Par récurrence immeédiate, on a ag, = 0 et

asnt1 # 0 pour tout n entier. On a

L G2kt
Vn e N Aont1 = a1 [
k=1 A2k—1

Agn417? 1 pour r > 0. On a

un—i—l o

no 2k

o 2k+1

n (2k>2

_ 22n(n|>2

2n+1) , )

U,

r

r

=1 (25 4 1)(2k)

Vérifions que le rayon de convergence de > a,2" = > as,112°"™! est non nul. On pose u,

(2n + 1)!

On utilise le critére de d’Alembert. Sir? > 1 ce qui équivaut a r > 1, la série diverge grossiérement
d’ou R < 1. Si r? < 1 ce qui équivaut & r < 1, la série converge absolument d’oit R > 1. Ainsi,
on a R =1 et d’aprés 'unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on conclut

Vee]|—-1;1]

Arcsin (x)

VvV1—22

oo 22n(pl)?

2n+1

12



