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Feuille d'exercices n°50

Exercice 1 (**)

1. Déterminer le rayon de convergence de
∑
n⩾1

ln(n)xn.

2. Montrer que la suite
Å
ln(n)−

n∑
k=1

1

k

ã
n⩾1

est bornée.

3. En déduire un équivalent de
+∞∑
n=1

ln(n)xn pour x → 1−.

Corrigé : 1. Avec ln(2) ⩽ ln(n) ⩽ n− 1 ⩽ n pour tout n ⩾ 2, il vient

R = 1

2. On pose un = ln(n)−
n∑

k=1

1

k
pour n entier non nul. On a pour n ⩾ 2

un − un−1 = − ln

Å
1− 1

n

ã
− 1

n
=

n→+∞
O
Å

1

n2

ã
Par comparaison et critère de Riemann, la série

∑
n⩾2

(un − un−1) converge absolument et d'après

le lien suite/série téléscopique, on en déduit la convergence de la suite (un)n⩾1 et par conséquent

ln(n)−
n∑

k=1

1

k
= O(1)

3. Soit x ∈ [ 0 ; 1 [. On a

(1− x)
+∞∑
n=1

ln(n)xn = (1− x)

Å
+∞∑
n=1

ï
ln(n)−

n∑
k=1

1

k

ò
xn +

+∞∑
n=1

Å
n∑

k=1

1

k

ã
xn

ã
D'après théorème sur le produit de Cauchy de séries entières, chaque série entière concernée
ayant un rayon de convergence égal à 1, il vient

+∞∑
n=1

Å
n∑

k=1

1

k

ã
xn =

Å
+∞∑
n=1

xn

n

ãÅ
+∞∑
n=0

xn

ã
= − ln(1− x)

1− x

Notant M un majorant de

∣∣∣∣ln(n)− n∑
k=1

1

k

∣∣∣∣, il vient par inégalité triangulaire∣∣∣∣+∞∑
n=1

ï
ln(n)−

n∑
k=1

1

k

ò
xn

∣∣∣∣ ⩽ +∞∑
n=1

∣∣∣∣ln(n)− n∑
k=1

1

k

∣∣∣∣xn ⩽ M
+∞∑
n=0

xn =
M

1− x

d'où (1− x)
+∞∑
n=1

ln(n)xn = O(1)− ln(1− x) ∼
x→1

− ln(1− x)

Ainsi
+∞∑
n=1

ln(n)xn ∼
x→1

− ln(1− x)

1− x

Exercice 2 (**)

Montrer les égalités :
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1.
∫ +∞

0

ln(th (t)) dt = −
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2

2.
∫ 1

0

Arctan (t)

t
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2

3.
∫ 1

0

ln(t) ln(1− t) dt =
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)2

4.
∫ 1

0

dt

tt
=

+∞∑
n=1

1

nn

Corrigé : 1. On a

∀t > 0 ln(th (t)) = ln (1− e−2t)− ln (1 + e−2t)

= −
+∞∑
n=1

(1− (−1)n)
e−2nt

n
= −

+∞∑
n=0

2
e−2(2n+1)t

2n+ 1

La série
∑∫ +∞

0

2
∣∣e−2(2n+1)t

∣∣
2n+ 1

dt =
∑ 1

(2n+ 1)2
converge. Ainsi par intégration terme à terme,

l'intégrale
∫ +∞

0

ln(th (t)) dt converge avec∫ +∞

0

ln(th (t)) dt = −
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2

2. Par intégration de série entière, il vient

∀t ∈ ]−1 ; 1 [ Arctan (t)− Arctan 0 =
+∞∑
n=0

(−1)n
t2n+1

2n+ 1

On pose ∀t ∈ ]−1 ; 1 [ φ(t) =
+∞∑
n=0

(−1)n
t2n

2n+ 1

On a ∀t ∈ ]−1 ; 1 [ φ(t) =


Arctan (t)

t
si t ̸= 0

1 sinon

La fonction φ est développable en série entière sur ]−1 ; 1 [ donc prolonge continument t 7→
Arctan (t)

t
en 0 et par intégration d'une série entière

∀x ∈ [ 0 ; 1 [

∫ x

0

Arctan (t)

t
dt =

∫ x

0

φ(t) dt =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)2

La fonction t 7→ Arctan (t)

t
prolongée en 0 devient continue sur R sans di�culté d'où∫ x

0

Arctan (t)

t
dt −−→

x→1

∫ 1

0

Arctan (t)

t
dt

On a
(−1)n

(2n+ 1)2
= O
Å

1

n2

ã
d'où la convergence de la série

∑ (−1)n

(2n+ 1)2
par comparaison et critère de Riemann. D'après le

théorème d'Abel radial, il vient
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)2
−−→
x→1

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2

On conclut
∫ 1

0

Arctan (t)

t
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
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3. On a ∀t ∈ ] 0 ; 1 [ ln(t) ln(1− t) = −
+∞∑
n=1

tn ln(t)

n

Pour n entier non nul, on a tn ln(t) −−→
t→0

0 d'où l'intégrabilité de t 7→ tn ln(t) sur ] 0 ; 1 [ (fausse-

ment impropre en 1 et en intégrant par partie, le crochet étant �ni∫ 1

0

tn ln(t) dt =

ï
tn+1 ln(t)

n+ 1

ò1
0︸ ︷︷ ︸

=0

− 1

n+ 1

∫ 1

0

tn dt = − 1

(n+ 1)2

La série
∑
n⩾1

∫ 1

0

∣∣∣∣tn ln(t)n

∣∣∣∣ dt =
∑
n⩾1

1

n(n+ 1)2
converge. Ainsi, par intégration terme à terme,

l'intégrale
∫ 1

0

ln(t) ln(1− t) dt converge avec

∫ 1

0

ln(t) ln(1− t) dt =
+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)2

4. On a ∀t ∈ ] 0 ; 1 ]
1

tt
= e−t ln(t) =

+∞∑
n=0

(−1)n
(t ln(t))n

n!

On pose ∀(m,n) ∈ N2 In,m =

∫ 1

0

tn ln(t)m dt

Soit (m,n) ∈ N2. On a tn ln(t)m =
t→0

o
Å

1√
t

ã
d'où la convergence de Im,n. Pour m entier non nul,

les fonctions t 7→ tn+1

n+ 1
et t 7→ ln(t)m étant de classe C 1 avec

tn+1 ln(t)m

n+ 1
−−→
t→0

0 et
tn+1 ln(t)m

n+ 1
−−→
t→1

0

on obtient en intégrant par parties

In,m =

ï
tn+1 ln(t)m

n+ 1

ò1
0︸ ︷︷ ︸

=0

− m

n+ 1

∫ 1

0

tn ln(t)m−1 dt = − m

n+ 1
In,m−1

Par récurrence immédiate, il vient

∀(n,m) ∈ N2 In,m = (−1)m
m!

(n+ 1)m
In,0 = (−1)m

m!

(n+ 1)m+1

En particulier ∀n ∈ N
∫ 1

0

(t ln(t))n dt = (−1)n
n!

(n+ 1)n+1

La série
∑∫ 1

0

∣∣∣∣(−1)n

n!

∫ 1

0

(t ln(t))n dt

∣∣∣∣ = ∑ 1

(n+ 1)n+1
converge. Ainsi, par intégration terme à

terme, l'intégrale
∫ 1

0

dt

tt
converge avec

∫ 1

0

dt

tt
=

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)n+1
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Exercice 3 (**)

Soit (an)n suite non nulle T-périodique avec T entier non nul.

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

anx
n.

2. Déterminer sa somme S sur l'intervalle ouvert de convergence.

Corrigé : 1. Soit R le rayon de convergence de
∑

anx
n. La suite (an)n prend un nombre �ni

de valeurs donc est bornée d'où R ⩾ 1. Par ailleurs, la suite (an)n est non nulle donc il existe
p entier tel que ap ̸= 0 et par suite ap+Tn ̸= 0 pour tout n entier. Par conséquent, la série

∑
an

diverge grossièrement d'où R ⩽ 1 et on conclut

R = 1

2. Soit x ∈ ]−1 ; 1 [. Pour N entier, on a
NT−1∑
n=0

anx
n =

T−1∑
n=0

N∑
k=0

an+kTx
n+kT =

Å
T−1∑
n=0

anx
n

ãÅ
N∑

k=0

xkT

ã
Faisant tendre N → +∞, il vient

+∞∑
n=0

anx
n =

Å
T−1∑
n=0

anx
n

ãÅ
+∞∑
k=0

xkT

ã
On conclut ∀x ∈ ]−1 ; 1 [ S(x) =

1

1− xT

T−1∑
n=0

anx
n

Exercice 4 (***)

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons de conver-

gence des séries entières :

1.
∑

a2nz
n 2.

∑an
n!

zn 3.
∑n! an

nn
zn

Corrigé : 1. Soit r ⩾ 0. On a

a2nr
n = O(1) ⇐⇒ an (

√
r)

n
= O(1)

et
√
r < R =⇒ an (

√
r)

n
= O(1) et

√
r > R =⇒ an (

√
r)

n ̸= O(1)

On obtient R1 = R2

2. Soit r ⩾ 0 et λ ∈ ] 0 ; R [. On a

an
n!

rn = anλ
n × 1

n!

( r
λ

)n

= O(1)× o(1) = o(1)

et ceci vaut pour tout r ⩾ 0. On conclut

R2 = +∞

3. Avec l'équivalent de Stirling, on trouve

n!an
nn

∼
n→+∞

√
2πnane

−n

L'encadrement 1 ⩽
√
n ⩽ n permet d'a�rmer que les séries entières

∑ n!

nn
anz

n et
∑

an

( z
e

)n

ont même rayon de convergence. En�n, pour r ⩾ 0, on a
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r < Re =⇒ an

( r

e

)n

= O(1) =⇒ r ⩽ R3

et r > Re =⇒ an

( r

e

)n

̸= O(1) =⇒ r ⩾ R3

Ceci prouve respectivement Re ⩽ R3 et Re ⩾ R3 et on conclut

R3 = eR

Exercice 5 (***)

Déterminer le rayon puis un équivalent en 1 de la somme de la série entière
∑

xn2
.

Corrigé : Soit r ⩾ 0. On a rn
2
= O(1) ⇐⇒ r ⩽ 1

Il s'ensuit R = 1

On pose ∀x ∈ ]−1 ; 1 [ S(x) =
+∞∑
n=0

xn2

Fixons x ∈ ] 0 ; 1 [. L'application t 7→ xt2 = e t2 ln(x) est continue, décroissante, positive sur R+

d'où

∀n ∈ N x(n+1)2 ⩽
∫ n+1

n

e t2 ln(x) dt ⩽ xn2

D'après le théorème de comparaison série/intégrale, la série
∑

xn2
et l'intégrale

∫ +∞

0

e t2 ln(x) dt

sont de même nature donc convergentes et après sommation∫ +∞

0

e t2 ln(x) dt ⩽ S(x) = 1 +
+∞∑
n=0

x(n+1)2 ⩽ 1 +

∫ +∞

0

e t2 ln(x) dt

Connaissant l'intégrale de Gauss, le changement de variables u =
Ä√

− ln(x)
ä
t donne∫ +∞

0

e t2 ln(x) dt =

√
π

2
√

|ln(x)|

D'où S(x) ∼
x→1

√
π

2
√
1− x

Exercice 6 (***)

Soit z ∈ C. Montrer
(
1 +

z

n

)n

−−−→
n→∞

e z

Corrigé : Soit z ∈ C. Avec la convention
(
n
k

)
= 0 si k > n, on obtient pour n entier non nul(

1 +
z

n

)n

=
n∑

k=0

(
n
k

) zk
nk

=
+∞∑
k=0

(
n
k

)
nk

zk

On pose ∀(n, k) ∈ N∗ × N uk(n) =

(
n
k

)
nk

zk

Soit k entier. Pour n > k, on trouve

uk(n) =
zk

k!

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk
−−−→
n→∞

zk

k!
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et ∀(n, k) ∈ N∗ × N |uk(n)| ⩽
|z|k

k!
Ainsi, la série

∑
uk converge normalement donc uniformément sur N∗ et d'après le théorème de

double limite, on a (
1 +

z

n

)n

=
+∞∑
k=0

uk(n) −−−→
n→∞

+∞∑
k=0

zk

k!

Autrement dit ∀z ∈ C
(
1 +

z

n

)n

−−−→
n→∞

e z

Variante : Soit z ∈ C et n entier non nul. On a par factorisation de Bernoulli(
1 +

z

n

)n

− e z =
(
e

z
n

)n − (
1 +

z

n

)n

=
(
e

z
n −

(
1 +

z

n

)) n−1∑
k=0

(
e

z
n

)k (
1 +

z

n

)n−1−k

Par inégalité triangulaire, on trouve∣∣∣∣n−1∑
k=0

e
kz
n

(
1 +

z

n

)n−1−k
∣∣∣∣ ⩽ n−1∑

k=0

∣∣e z
n

∣∣k ∣∣∣1 + z

n

∣∣∣n−1−k

⩽
n−1∑
k=0

Ä
e

|z|
n

äk Å
1 +

|z|
n

ãn−1−k

⩽
n−1∑
k=0

Ä
e

|z|
n

äk Ä
e

|z|
n

än−1−k
⩽ ne

|z|(n−1)
n

Ainsi, on trouve∣∣∣(1 + z

n

)n

− e z
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣e z

n − 1− z

n

∣∣∣ne |z| ⩽ ne |z|
+∞∑
k=2

|z|k

nkk!
⩽ ne |z|

+∞∑
k=2

|z|k

n2k!
⩽

1

n
e |z|

+∞∑
k=2

|z|k

k!

Le résultat suit.

Exercice 7 (***)

1. Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0. On suppose que

∑
anR

n

converge. À l'aide d'une transformation d'Abel, montrer que la série
∑

anx
n converge

uniformément sur [ 0 ; R ].

2. Soient
∑

an,
∑

bn deux séries réelles ou complexes convergentes de produit de Cauchy∑
cn. Montrer que si la série

∑
cn converge, alors on a la relationÅ

+∞∑
n=0

an

ãÅ
+∞∑
n=0

bn

ã
=

+∞∑
n=0

cn

Corrigé : 1. C'est un résultat de cours. On note ρN =
+∞∑
n=N

anR
n pour N entier. On a pour

x ∈ [ 0 ; R [ et N entier
+∞∑
n=N

anx
n =

+∞∑
n=N

anR
n
( x

R

)n

=
+∞∑
n=N

(ρn − ρn+1)
( x

R

)n

= ρN

( x

R

)N

+
+∞∑

n=N+1

ρn

ï( x

R

)n

−
( x

R

)n−1
ò

Pour ε > 0, il existe n0 entier tel que |ρn| ⩽ ε pour n ⩾ n0. Ainsi, pour N ⩾ n0∣∣∣∣ +∞∑
n=N

anx
n

∣∣∣∣ ⩽ ε+
+∞∑

n=N+1

ε

ï( x

R

)n−1

−
( x

R

)n
ò
⩽ ε+ ε

( x

R

)N

⩽ 2ε

Cette majoration vaut encore pour x = R et par conséquent

La série
∑

anx
n converge uniformément sur [ 0 ; R ].
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2. Les séries entières
∑

anx
n,

∑
bnx

n et
∑

cnx
n ont un rayon de convergence supérieur ou égal à

1. On pose

∀x ∈ ]−1 ; 1 [ f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n g(x) =

+∞∑
n=0

bnx
n h(x) =

+∞∑
n=0

cnx
n

D'après le théorème du produit de Cauchy de séries entières, on a

∀x ∈ ]−1 ; 1 [ f(x)g(x) = h(x)

En appliquant le théorème de convergence radiale d'Abel aux séries
∑

anx
n,

∑
bnx

n,
∑

cnx
n,

séries de fonctions continues qui convergent uniformément sur [ 0 ; 1 ], on en déduit la continuité
des fonctions sommes sur [ 0 ; 1 ] d'où f(1)g(1) = h(1), autrement ditÅ

+∞∑
n=0

an

ãÅ
+∞∑
n=0

bn

ã
=

+∞∑
n=0

cn

Exercice 8 (****)

Soit (an)n ∈ CN une suite sommable. Pour z ∈ C, on pose g(z) =
+∞∑
n=0

an
n!

zn.

1. Montre que la fonction g est dé�nie et continue sur C.

2. Établir l'égalité
∫ +∞

0

e−tg(t) dt =
+∞∑
n=0

an

3. Désormais, on suppose seulement que la série
∑

an converge. Montrer que les résultats
précédents demeurent. On pourra poser

A−1 = 0 ∀n ∈ N An =
n∑

k=0

ak ∀z ∈ C F(z) =
+∞∑
n=0

An−1
zn

n!

Corrigé : 1. La famille (an)n est sommable ce qui équivaut à la convergence absolue de la série∑
an et par conséquent an = o(1) d'où

an
n!

= o
Å
1

n!

ã
. Il en résulte que le rayon de convergence

de la série entière dé�nissant la fonction g est +∞ et par propriétés sur les séries entières, on
conclut

La fonction g est dé�nie et continue sur C.

2. La série
∑

an converge absolument donc converge. Par intégration par parties, on obtient

∀n ∈ N
∫ +∞

0

tne−t dt = n!

Par suite
+∞∑
n=0

an =
+∞∑
n=0

an
n!

∫ +∞

0

e−ttn dt =
+∞∑
n=0

∫ +∞

0

e−tan
n!

tn dt

Notant pour n entier fn : t 7→ e−tan
n!

tn dé�nie sur [ 0 ; +∞ [, on a l'intégrabilité de fn, la conver-

gence simple de
∑

fn et∑∫ +∞

0

|fn| (t) dt =
∑ |an|

n!

∫ +∞

0

tne−t dt =
∑

|an| converge

Par intégration terme à terme, il vient

+∞∑
n=0

an =

∫ +∞

0

+∞∑
n=0

e−tan
n!

tn dt =

∫ +∞

0

e−tg(t) dt
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3. Le résultat de la première question a lieu puisqu'on a toujours an = o(1). La série
∑

an
converge d'où An = O(1) et il s'ensuit que la fonction F est bien dé�nie sur C et par dérivation
de série entière

∀t ∈ R F′(t) =
+∞∑
n=1

An
tn

n!

On a ∀t ∈ R g(t) =
+∞∑
n=0

[An − An−1]
tn

n!
=

+∞∑
n=0

An
tn

n!
−

+∞∑
n=0

An−1
tn

n!
= F′(t)− F(t)

Puis pour x ⩾ 0∫ x

0

e−tg(t) dt =

∫ x

0

[F′(t)− F(t)] e−t dt = [F(t)e−t]
x
0 = F(x)e−x

On note S =
+∞∑
n=0

an. Soit ε > 0. On dispose d'un seuil N entier tel que pour n ⩾ N, on a

|An−1 − S| ⩽ ε. Pour x ⩾ 0, il vient

F(x)e−x − S =

Å
F(x)−

+∞∑
n=0

S
xn

n!

ã
e−x =

N−1∑
n=0

[An−1 − S]
xn

n!
e−x +

+∞∑
n=N

[An−1 − S]
xn

n!
e−x

On a
N−1∑
n=0

[An−1 − S]
xn

n!
e−x −−−−→

x→+∞
0

Puis, par inégalité triangulaire∣∣∣∣ +∞∑
n=N

[An−1 − S]
xn

n!
e−x

∣∣∣∣ ⩽ +∞∑
n=N

ε
xn

n!
e−x ⩽ ε

Ainsi, on dispose d'un seuil M ⩾ 0 tel que, pour x ⩾ M, on a |F(x)e−x − S| ⩽ 2ε, autrement dit

F(x)e−x −−−−→
x→+∞

S

On conclut
∫ +∞

0

e−tg(t) dt =
+∞∑
n=0

an

Exercice 9 (****)

Soit α > 0.

1. Déterminer le rayon de convergence de
∑

nαxn. On note S sa somme.

2. Établir

∀x ∈ ] 0 ; 1 [
x

|ln(x)|α+1Γ(α + 1) ⩽ S(x) ⩽
1

x |ln(x)|α+1Γ(α + 1)

3. En déduire un équivalent simple de S(x) lorsque x → 1−.

Corrigé : 1. Pour n entier non nul, on a

(n+ 1)α

nα
−−−→
n→∞

1

On en déduit R = 1

2. Soit x ∈ ] 0 ; 1 [. On pose

∀t ⩾ 0 u(t) = tα ∀t ∈ R v(t) = xt = e−t|ln(x)|

8



L'intégrale
∫ +∞

0

tαxt dt converge puisque l'intégrande uv est continue par morceaux sur R+ et

u(t)v(t) =
t→+∞

o
Å
1

t2

ã
par croissances comparées d'où l'intégrabilité par comparaison et critère

de Riemann. La fonction u est croissante et la fonction v est décroissante. Soit k entier non nul.

On a ∀t ∈ [ k − 1 ; k ] u(t) ⩽ u(k) et v(t+ 1) ⩽ v(k)

Par produit de termes positifs, on en déduit

∀t ∈ [ k − 1 ; k ] u(t)v(t+ 1) ⩽ u(k)v(k)

c'est-à-dire ∀t ∈ [ k − 1 ; k ] tαe−(t+1)|ln(x)| ⩽ kαxk

Après intégration, puis sommation par convergence de l'intégrale, on obtient
+∞∑
k=1

∫ k

k−1

tαxt+1 dt =

∫ +∞

0

tαe−(t+1)|ln(x)| dt ⩽ S(x) =
+∞∑
k=1

kαxk

Avec le changement de variables u = t |ln(x)|, les intégrales étant de même nature, convergentes
donc égales, on obtient ∫ +∞

0

tαe−(t+1)|ln(x)| dt =
x

|ln(x)|α+1

∫ +∞

0

uαe−u du

Puis, pour k entier, on a

∀t ∈ [ k ; k + 1 ] u(k) ⩽ u(t) et v(k) ⩽ v(t− 1)

Par produit de termes positifs, il vient

∀t ∈ [ k ; k + 1 ] u(k)v(k) ⩽ u(t)v(t− 1)

c'est-à-dire ∀t ∈ [ k+ ; k + 1 ] kαxk ⩽ tαe−(t−1)|ln(x)|

Après intégration puis sommation par convergence de l'intégrale, on obtient
+∞∑
k=0

kαxk = S(x) ⩽
+∞∑
k=0

∫ k+1

k

tαxt dt =

∫ +∞

0

tαe−(t−1)|ln(x)| dt

Par le même changement de variables que précédemment, on trouve∫ +∞

0

tαe−(t−1)|ln(x)| dt =
1

x |ln(x)|α+1

∫ +∞

0

uαe−u du

On conclut ∀x ∈ ] 0 ; 1 [
x

|ln(x)|α+1Γ(α + 1) ⩽ S(x) ⩽
1

x |ln(x)|α+1Γ(α + 1)

3. Avec l'équivalent usuel ln(x) ∼
x→1

x− 1, on conclut

S(x) ∼
x→1−

Γ(α + 1)

(1− x)α+1
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