ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°50

Exercice 1 (**)

1. Déterminer le rayon de convergence de Y In(n)z™.
n=1

LA
2. Montrer que la suite (ln(n) - > E) est bornée.
k=1

n=1

+00
3. En déduire un équivalent de ) In(n)a™ pour x — 17.

n=1

Corrigé : 1. Avec In(2) < In(n) < n — 1 < n pour tout n > 2, il vient

R=1

2. On pose u,, = In(n) — > — pour n entier non nul. On a pour n > 2
k=1

1 1 1
un—un_lz—ln(l——>—— = O(—)
n n n—+oo n2

Par comparaison et critére de Riemann, la série ) (u,, — u,_1) converge absolument et d’aprés
n=2

le lien suite/série téléscopique, on en déduit la convergence de la suite (u,),>1 et par conséquent

In(m) = 37 = O(1)

1

3. Soit z € [0;1]. On a
(1—x)§ln(n)x":(l—x)<§{ln(n) il;}xjuz(kzl;) )

D’aprés théoréme sur le produit de Cauchy de séries entiéres, chaque série entiére concernée
ayant un rayon de convergence égal a 1, il vient

i(i@x: (52 )(Zx ) _ _Wl-2)

k=1 n=1 "1 1—x
no]
Notant M un majorant de |In(n) — > Ak il vient par inégalité triangulaire
k=1
+00 n 1 +00 n ] 1+
> [ln(n)—Z—] ™| < In(n) — > —|la" < M) 2" =
n=1 =1k n=1 =1k n=0 l—z
+0o0
d’otl (1 —2)> In(n)z” = O(1) — In(1 — 2) ~ In(1 — x)
n=1 T—
. Py In(1 — )
A ] noo o~
insi n;l n(n)x o fi e

Exercice 2 (**)

Montrer les égalités :



+00 +00 1 1 +oo 1
1. In(th () dt = =5 — 3. [ mOn(l—tdt=S——
/O n(th () dt =~ 3 5 / ) In(1 = 1) dt = 3
! Arctan (t) oo (—1)" dt 21
g, [ Artantt) g, s~ 70 4 [ Lo
/0 t ,;0(2n + 1)2 \/0 tt n;lnn

Corrigé : 1. On a
vt >0 In(th(¢)) =In(1 —e %) —In (1 + e %)

o0 —ont too o—202nt1)t
R A A P
La série Z/MOM dt = Z; converge. Ainsi par intégration terme a terme
: 2n +1 (2n + 1)2 ’
l'intégrale / - In(th (¢)) dt converge avec
0
o0 o 1
/0 I () dt =~ 3 o
2. Par intégration de série entiére, il vient
+o0 p2n+1
Vie]|—1;1] Arctan (t) — Arctan 0 = nz::O(—l)”Qn g,
oo 42n
On pose Vie]—-1;1] o(t) = ,LZ::()(_l)nZn 1
On a Vie]—1;1] o(t) = w st 70
1 sinon

La fonction ¢ est développable en série entiére sur | —1;1[ donc prolonge continument ¢

Arctan (t) o . ; . .
— = en 0 et par intégration d’une série entiére

' “Arctan(t) . [* = o

Arctan (t)

La fonction t — prolongée en 0 devient continue sur R sans difficulté d’on

T 1
/ Arctan () &t // Arctan (t) &t
0 z—1 0

t t
(=" ( 1 >
O —~ 7 _0ol=
na (2n +1)2 n?
. y (=1 . o : .
d’ou la convergence de la série Zm par comparaison et critére de Riemann. D’aprés le
n
théoréme d’Abel radial, il vient
+00 x2n+1 +oo (_1)n
Z (_1)71 P ’ Z 2
=0 2n+1)2 =1 Z(2n+1)
1
Arct t e (=17
On conclut / Arctan () dt = > =
0 t n=0 (2n + 1)2




2t In(t
3.0n a Vte]0;1] ln(t)ln(l—t):—zﬂ
n=1 n
Pour n entier non nul, on a ¢"In(t) v 0 d’ou l'intégrabilité de t — t"In(¢) sur | 0;1[ (fausse-
—

ment impropre en 1 et en intégrant par partie, le crochet étant fini

! ]t 1 1
/t”ln(t)dt:[ n()} - /t”dt:——
0 n+1 1, n+1) (n+1)2
—_——

=0

Lt In(t)

La série
n

n=1J0

'dt:

02 converge. Ainsi, par intégration terme a terme,
n21n(n+ )

1
I'intégrale / In(¢) In(1 — t) dt converge avec
0

1 +00 1
In(t)In(l —¢t)dt = ), ——=
[ moma == ¥
1 = tin(t))"
4. On a Vte]0;1] -—:eﬂWM:ZQJWLEQL
tt n=0 n!
1
On pose V(m,n) e N> 1, = / t" In(t)™ dt
0
1
Soit (m,n) € N%.. On a t"In(t)™ = o (—) d’ott la convergence de I, ,,. Pour m entier non nul,
t—0 \/¥ ’

n+1
. et t — In(t)™ étant de classe €' avec

les fonctions ¢ —

" n(t)™ t"n(t)™
(2) 0 et n(t)
n-+1 t—0 n-+1 t—1
on obtient en intégrant par parties
rtt ln(t)m} om
n+1 0

N————
=0

> 0

m

1
t"In(t)" 1 dt = —
n+1Jy a(t) n +

In,m

| —
1 m—1

Par récurrence immeédiate, il vient
m)! m!

V(n,m) € N? Lym = (_1)m(n+—1)mlnp - (_l)mm

1

(tln(t))" dt = (—1)"

n!

En particulier Vn € N [CE G

(="

n!

>~

1
1
/0 (tIn(t))™ dt‘ = Zm converge. Ainsi, par intégration terme a

1
La série Z/
0

.y Lat
terme, l'intégrale — converge avec
0 tt

1
dt oo 1
/0 "o nz::o(n + 1)ntt




Exercice 3 (**)
Soit (ay), suite non nulle T-périodique avec T entier non nul.

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,z".

2. Déterminer sa somme S sur l'intervalle ouvert de convergence.

Corrigé : 1. Soit R le rayon de convergence de ) a,z"™. La suite (a,), prend un nombre fini
de valeurs donc est bornée d’ott R > 1. Par ailleurs, la suite (a,), est non nulle donc il existe
p entier tel que a, # 0 et par suite a,,1, # 0 pour tout n entier. Par conséquent, la série > a,
diverge grossiérement d’ou R < 1 et on conclut
R=1

2. Soit x € | —=1;1[. Pour N entier, on a

NT-1 T-1 N T-1 N

Z (lnfl'n — Z Zan+kan+kT — <Z CLnZL'n) (Zka>

n=0 n=0k=0 n=0 k=0
Faisant tendre N — +o0, il vient

+00 T-1 +00
S apa = ( > an:p”> <Zka>
n=0 n=0 k=0

On conclut Vee]-1;1] S(x) = z Ap @

1—xT

Exercice 4 (***)

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons de conver-
gence des séries entiéres :

2 ,n an nla, .
1. Y alz 2. Zmz 3.3 —"2

Corrigé : 1. Soit » > 0. On a

et Vi<R = a,(y7)"=01) et r>R = a,(/r)" #001)

On obtient R, =R?
2.50itr>0et A€]O;R[. On a

a4 () = 000 o) = ot

n! n!
et ceci vaut pour tout » > 0. On conclut

3. Avec I'équivalent de Stirling, on trouve

nla,
~ +2mna,e™ "

n" n—+4oo

| n
) . n! z
L’encadrement 1 < y/n < n permet d’affirmer que les séries entiéres » —a,2" et > ay, <—>
n e

ont méme rayon de convergence. Enfin, pour » > 0, on a



r<Re =— ua,

et r>Re = a,

Ceci prouve respectivement Re < R3 et Re > R3 et on conclut

Exercice 5 (**%*)

, . . , . L. N 2
Déterminer le rayon puis un équivalent en 1 de la somme de la série entiére > 2™,

Corrigé : Soit r > 0. On a " =0(1) <= r<1
Il s’ensuit R=1
+00 5
On pose Vee]|—1;1] S(x) = > a"
n=0

Fixons z € |0;1[. L’application ¢ — 2 = e’

d’ou

est continue, décroissante, positive sur R,

n+1
Vn € N x(D? / el’In(@) 4t < o

+00
D’aprés le théoréme de comparaison série/intégrale, la série Zx”Q et I'intégrale / et In(@) ¢
0

sont de méme nature donc convergentes et aprés sommation

+00 ) +00 ) +oo )
/ et In(z) dt < S(ZL‘) =1+ Zx(n+1) < 1 +/ et In(z) dt
0 0

n=0
Connaissant l'intégrale de Gauss, le changement de variables u = ( - ln(a:)) t donne
/+Ooet2 ln(a:) dt _ \/E
: 2y/In()

N T
Dol S(I) le 2\/%_%

Exercice 6 (***)

Soit z € C. Montrer (1 + E) — s e*

n n—00

Corrigé : Soit z € C. Avec la convention (Z) = 0 si k > n, on obtient pour n entier non nul

(13- E05- 59

n k=0 T i=o n*
On pose V(n,k) e N* XN ug(n) = (nik)zk
Soit k entier. Pour n > k, on trouve
Fnn—-1)...(n—k+1) P
ur(n) = 4 pye pa)



k
2]
k!
Ainsi, la série ) uy converge normalement donc uniformément sur N* et d’aprés le théoréme de
double limite, on a

et V(n,k) € N* x N luk(n)] <

2\ " +00 +00 Zk
Y S 5
(1+3) = Zut) =2 2%
Autrement dit VzeC <1 + i) — e*
n n—oo

Variante : Soit z € C et n entier non nul. On a par factorisation de Bernoulli
z n Z\TL z n 2 z n—1 2\ k z n—1—k
(1+—> —e* = (en) —<l—|——) :<eﬁ—<1—|——>>2(eﬁ) <1—|——>
n n n’/ = n
Par inégalité triangulaire, on trouve

n—1 ks Z\n—1-k n—1 2k 2z |n—1-k
en <1+—> < en ‘1 —
D A R
n—1 z k n-l= n—1 z k z —1-k z|(n—
<EE (D) S ) e
k=0 n k=0
Ainsi, on trouve
n + k 1 +oolslk
(1+2)" e < fei —1- (nelz<nezlz" <nell S L LRl
n b j—amFk! k22k'\n j=o k!

Le résultat suit.

Exercice 7 (**%*)

1. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. On suppose que » a,R"
converge. A l'aide d’une transformation d’Abel, montrer que la série > a,z™ converge
uniformément sur [0;R].

2. Soient > a,, > b, deux séries réelles ou complexes convergentes de produit de Cauchy
> c,. Montrer que si la série Y ¢, converge, alors on a la relation

(Z) (5) =5

o0
Corrigé : 1. C’est un résultat de cours. On note px = > a,R™ pour N entier. On a pour
n=N
z €[0;R[ et N entier

Zoj;anx” = gaan (%)n
- S0 () = (8 5 [ - ()]

Pour € > 0, il existe ng entier tel que |p,| < & pour n > ny. Ainsi, pour N > ny
+00 +00 T n—1 T\"
Burl<er £ ()
n=N " n=N+1 R R

Cette majoration vaut encore pour x = R et par conséquent

2\ N
<8+8<P_{> < 2¢

La série > a,z" converge uniformément sur [0; R .




2. Les séries entiéres > a,x™, Y b,z" et > c,x™ ont un rayon de convergence supérieur ou égal a
1. On pose

+00 +00 +00
Vee]-1;1[  flz)= > anz"  g(z)= 3 bua"  h(z)= 3 cua”
n=0 n=0 n=0
D’aprés le théoréme du produit de Cauchy de séries entiéres, on a

veel-1;1[  f(x)g(z) = h(z)

En appliquant le théoréme de convergence radiale d’Abel aux séries » a,x", > b,x™, > c,z",
séries de fonctions continues qui convergent uniformément sur [0;1], on en déduit la continuité
des fonctions sommes sur [0;1] d’ou f(1)g(1) = h(1), autrement dit

(z;’;“;a) @‘;b) - >

Exercice 8 (***%*)

too g
Soit (a,), € CN une suite sommable. Pour z € C, on pose g(z) = —Tz"
n=0T0:

1. Montre que la fonction g est définie et continue sur C.
j +00 +00
2. Etablir I'égaliteé / e tg(t)dt = > a,
0 n=0

3. Désormais, on suppose seulement que la série > a, converge. Montrer que les résultats
précédents demeurent. On pourra poser

n +00 on
A,=0 Vn € N A, = ay VzeC F(z) = ZAn—l_'
k=0 n=0 n.
Corrigé : 1. La famille (a,), est sommable ce qui équivaut a la convergence absolue de la série
a
> a, et par conséquent a, = o(1) d’ou —T =0 <—'> Il en résulte que le rayon de convergence
n! n!

de la série entiére définissant la fonction g est +oo et par propriétés sur les séries entiéres, on
conclut

’La fonction g est définie et continue sur C.

2. La série ) a,, converge absolument donc converge. Par intégration par parties, on obtient
+00
Vn € N / t"e~tdt = n!
0

+00

+00 +00 Qy, +00
Par suite Doan =3 — e tndt = > e =" dt
n=0 n=0T0Jo n=0J0

Qp, Lo v L, el s
Notant pour n entier f, : ¢t — e_t—‘t” définie sur [0;+00 [, on a l'intégrabilité de f,, la conver-

gence simple de Y f, et

+0oo +00
Z/ | ful (t) dt = Z|a—7:|/ t"etdt = |a,| converge
0 n:Jo

Par intégration terme a terme, il vient

+00 +00

+00 a +oo
San= [ Se-t%may — / e~tg(t) dt
n=0 0 n=0 n! 0

7



3. Le résultat de la premiére question a lieu puisqu’on a toujours a, = o(1l). La série > a,
converge d’ott A,, = O(1) et il s’ensuit que la fonction F est bien définie sur C et par dérivation
de série entiére

+o0 n
VEER  F(f) = YA
n=1 n:
+00 n n
Ona VEER  gt) =3 [An— A, ]t —ZA ZAnl = ()~ F(t)

n=0
Puis pour z > 0

/Oxetg(t) dt = /Ox [F'(t) —F(t)]e tdt = [F(t)e ]y = F(z)e ™

+00
On note S = > a,. Soit € > 0. On dispose d’un seuil N entier tel que pour n > N, on a

n=0
|A,_1 — S| < e. Pour z > 0, il vient
too o N-—-1 x" +oo "
F(x)e ™ =S = < (x) — ZS ) = > [Apo1—S]—e ™+ > [Ap1 — 8] —e™®
n=0 n=0 n! n=N n!
N—1 2"
On a > IA, 1 —S]—e ™ ——0
=0 nl z—+00
Puis, par inégalité triangulaire
+oo n +oo
> [Ant — 8] e zs””—e e
n=N TL
Ainsi, on dispose d’un seuil M > 0 tel que, pour x > M, on a |F(z)e ™ — S| < 2¢, autrement dit
F(z)e ™ —— S
T—+00
+oo +00
On conclut / e tg(t)dt = > an
0 n=0

Exercice 9 (****)

Soit o > 0.

1. Déterminer le rayon de convergence de Y n®z™. On note S sa somme.

2. Etablir
1

T
[ln ()" z [In(z)|*"!

3. En déduire un équivalent simple de S(x) lorsque z — 1~.

Ve el0;1] I'a+1) <S(x) < [(a+1)

Corrigé : 1. Pour n entier non nul, on a
(n+1)*

n<« n—00

On en déduit R=1
2. Soit x € ]0;1[. On pose
VE>0  u(t)=t" VteR  oft) =z =@



+00

L’intégrale text dt converge puisque l'intégrande wv est continue par morceaux sur R, et
0

u(t)v(t) L= 0 (%) par croissances comparées d’ou l'intégrabilité par comparaison et critére
de Riemann. La fonction u est croissante et la fonction v est décroissante. Soit k entier non nul.
On a Viel[k—1;k] u(t) <u(k) et wv(t+1) <ov(k)

Par produit de termes positifs, on en déduit

Vie[k—1;k] u(t)o(t+ 1) < u(k)v(k)

c’est-a-dire Vie[k—1;k] e~V < pagk

Aprés intégration, puis sommation par convergence de 'intégrale, on obtient
+oo [k +oo +00
Sttt de = / tre ~HHIIM@I gt < S(x) = S koak
k=1Jk—1 0 k=1

Avec le changement de variables u = t|In(x)|, les intégrales étant de méme nature, convergentes

donc égales, on obtient
+00 T +00
/ tae—(t+1)\ln(ac)| dt = +1/ u®e % du
0 [In(z)[*"" Jo

Puis, pour k entier, on a
Vte [k k+1] u(k) <u(t) et v(k)<wv(t—1)
Par produit de termes positifs, il vient
Vte[k;k+1] u(k)v(k) < u(t)v(t—1)
c’est-a-dire Vt € [k+;k+1] koxP L t¥e (- Din@)

Aprés intégration puis sommation par convergence de 'intégrale, on obtient

+00 +00 k’+1 +00
S ket = S(x) < toegt dt = / tae—(t=1)n(x)| 3¢
k=0 k=0 k 0

Par le méme changement de variables que précédemment, on trouve

+0o0 1 +00
/ oD@ g = 1 / woe du
0 z |In(z)| 0

1

On conclut  |Vz €]0;1] W

[la+1) <S(z) < ['a+1)

i
ln ()"

3. Avec I'équivalent usuel In(z) ~ T 1, on conclut
xr—r

I'(a+1)
z—1- (1 — x)otl

S(x)




