ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°52

Exercice 1 (**)

Soit n > 2. Etablir les inégalités suivantes :

n+1
2

L SVk<n
k=1

L A ORI
2) 4vV1—t2

/ 2
Sny/ D a;
1<i,g<n

Corrigé : 1. Soit E = R” muni du produit scalaire canonique, z = (V/1,...,y/n) et y =
(1,...,1). D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

n n n n(n+1) n+1
w.1) = $vE < uxnuyu:\/kzlkx \/kzll:JTxﬁ:n 2

L’inégalité est une égalité si et seulement si (x,y) est liée ce qui n’est clairement pas le cas. On

conclut
n 1
i € N* Z\/E<m/";r
k=1

2. On pose E = ¢°([—1;1],R) muni de

1
f)g(t)
o eB (o= [ T2
(f,9) o= | Fep
Comme f et g sont continues sur le segment [—1;1], on a

converge avec

Lot L
Wi = [Arcsin t]_; =

Ainsi,pour (f,g) € E?, la quantité (f, g) est bien définie. L’application (f,q) — (f, g) est symé-
trique, linéaire en la premiére variable par linéarité de l'intégrale et du produit. Pour f € E, on

(f. f) = /_1 fl_(t_); dt >0

par positivité de 'intégrale. Puis, par séparation de l'intégrale avec t +—>

2. Vf e €°(-1;1],R) (/lf(t)dt) <

n2
3. \V/<ai7j)(i’j)€[1;nﬂ2 € ]R Z CLi’j

1<i,j<n

Iintégral /1 d
mtegrale
& V182

0%
Vi P

positive et

continue sur | —1; 1, il vient



ft)?
Vi@
Par continuité de f en —1 et 1, il s’ensuit que f = Og. Ainsi, l'application (f, g) — (f, g) est un
produit scalaire sur E. Avec g(t) = v/1 —t? pour t € [—1;1], on obtient d’aprés I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

(f, ) = ( / lf(t)dt> <17 x ol = [ 1 %dtx / VImEaQ

(f.f)=0 = Vvte]-1;1] —0 < Vte]-1;1] f(t)=0

1
Avec t = sinw, il vient / V1—t2dt = / cos? u du = g
1

VB

us
2

1 2 1 g2
T [ ()
On conclut Vfe€([-1;1],R / t)ydt ] <= dt
f ([ ] ) ( —1f( ) ) ~ 9 _1m

3. Soit E = #,(R) muni du produit scalaire canonique. Avec J = (1)1<ij<n et A = (ai,j)1<ij<n7
on a avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(ADI=] 2 a| <Al x =/ 3 ayx/ > 12

1<irj<n 1<i,j<n 1<i,j<n
On conclut V(ai;) @ )e[iin]? € R o aii| <ny/ > ai,
1<i,j<n 1<i,j<n

Exercice 2 (*)
Soit E = Ry[X] muni de (P, Q) = iP(k)Q(k) pour (P,Q) € E2.
k=0

1. Justifier (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur E.
2. Construire une base orthonormée de E.
Corrigé : 1. L’application (P, Q) — (P, Q) est clairement symétrique, linéaire en la premiére
variable par linéarité de la somme et du produit. Soit P € E. On a
2
(P,P)=>SPk)?*>0 et (P,P)=0 <= Vkc[0;2] P(k)=0
k:1\>6—/

Comme deg P < 2, seul le polynéme nul admet plus de deux racines distinctes et on conclut

L’application (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur E.

2. On utilise l'algorithme de Gram-Schmidt. On pose

1 1

m=—— et [ =(1,1)=3 dou mm=—F4

1] V3
. 1 12

Puis Pr=X-X,m)mp=X—-—=(X,1) =X—-=>k=X-1

3 35=0

2 X—-1
et IX-12=>Y(k—12?=2 dou m =

k=0 V2



Puis Py = X2 — (X2 mo)mo — (X%, m)m;

12 1/2 1
:XQ——ZkQ——(Zk2(k—1)>(X—1):X2—§—2(X—1):X2—2X+—
3 =0 2 \i=0 3 3
1 1 4 1 2
¢ X2 X 4P m g2
¢ | t3lf=5+5t5=3

Ainsi, la base obtenue par orthonormalisation de la base canonique de E est

(%X—ﬂl@ <X2_2X+§))

Exercice 3 (*)

Soit E = .#,(R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (ATB) pour (A, B) € E2.
a b

On pose F = {(a b) ,(a,b) € RQ}.

1. Justifier que F est un sev de E et en préciser une base.
2. Pour M € E, calculer d(M, F).

3. Déterminer une base de FL.

Corrigé : 1. Notons U = G 8) et V = <8 i) On a clairement F = Vect (U, V) et on en
déduit sans difficulté

La famille (U, V) est une base de F.

2. Soit M € E. Par caractérisation métrique du projeté orthogonal, on a

d(M, F) = |[M — pe(M)]|

FIGURE 1 — Distance a un sous-espace de dimension finie

N = qU + bV
= 3(a,b) R | { (M — (aU+0bV),U) =0
(M = (aU +bV),V) =0

NeF

Puis N = pp(M) <=
uis N = pr(M) {M—NGFL

PourM:<x y)EE,ona
z 1



MU)y=z+z MV)=y+t (U U =(V,V)=2 (U V)=0
On résout le systéme

a(U,U) +b(V,U) = (M, U) — 2a=x+z
a{U, V) + b{V, V) = (M, V) o =y +t

. B (T oy _x—i—z(l O>_y+t<0 1>_1<x—z y—t)
Dron M pF(M)_<z t> 2 \1 0 2 \0 1/ 2\z—2 t—y

On trouve VM = (j ?) cE d(M,F) = %\/(I —2)24 (y — t)2

Remarque : Le systéme d’inconnues a et b peut s’écrire sous la forme
_ _ (U, 0) <U,V>> _ (a) _ ((M U))
GA =X avec G= <<U,V) (V. V) A= b X = (ML V)

et on reconnait la matrice de Gram G attendue pour la détermination d’un projeté orthogonal.

Variante : La famille ( est une base orthonormée de F ce qui permet de calculer

o)

directement pp(M).

3.SoitM:(§ y>€E.Ona

t
=0
EeFl = MUY= (MV)=0 « 777
y+t=20
Il s’ensuit La famille <<_11 8) , <8 _11>) est une base de F*.

Exercice 4 (**)

Soit E préhilbertien réel et (eq,...,e,) une famille de vecteurs normés de E telle que
n
VeeE Y (z,e)” = ||z
k=1

Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonormée de E et que E est donc euclidien.

Corrigé : Notons F = Vect (eq,...,e,). Pour z € FL, on a [|z]| = 0 d’ott F+ = {0} et par suite
F=(FH)t = {0}L = E ce qui prouve que (ey,...,e,) est génératrice. Puis, pour ¢ € [1; n], on
a

n
Yolener) = el <= Jlell'+ X (enen)?=eal’ = X (e,ea)’=0
k=1 SN~

ke[1;n]~{i} ‘fj;/ ke[ 1;n]~{i}
Il s’ensuit que la famille (e, ..., e,) est orthonormée donc libre et on conclut
L’espace E est euclidien et (ey, ..., e,) est une base orthonormée de E.




Exercice 5 (*)

Soit E = R™ avec n entier non nul.

1. Soit @ € E normé. Déterminer la matrice dans la base canonique de pyect (a) €t Pvect (o) -

2. Soit (uq, ..., u,) orthonormée et F' = Vect (uq, ..., u,). Déterminer la matrice dans la base
canonique de pg.

Corrigé : 1. Soit z € E. Notons P; = matepvect (o)) P2 = MatgpPyect @)L, A = matga et
X = matyz. On a

PVect (a) (%) = (, a)a

Matriciellement VX € .#,1(R)  P1X = (X,A)A = AATX) = AATX

On trouve P, =AAT et Py=1,—P,=1,—AAT
2. On a VeeE  pp(z) =) (o,u)u
i=1
p
Matriciellement, on obtient Pp =Y U,U;"
i=1

Exercice 6 (**)

Soit E euclidien et F, G des sev de E.
1. Déterminer (F + G)*.
2. En déduire (FNG)*,

Corrigé : 1.OnaFCF+Get GCF+G dou (F+G)t CFtet (F+G)t C G Ainsi, on
a (F + G)t c F+ N G*. Réciproquement, soit x € F- NGt et (u,v) € F x G. On a

<x,u—i—v) = <x,u> + <I’U> =0
d’ou I'inclusion F+ NG+ C (F + G)* et par conséquent

FENnGt=(F+G)*

2. En appliquant le résultat antérieur & F+ et G+, il vient

FNG=(Ft+GH*

Passant a orthogonal, on obtient |(FNG)t =F+ + Gt

Exercice 7 (*)

Soit E = ., (R) muni de (A, B) = Tr (A"B) pour (A, B) € E%

1
1. Montrer E=.,(R) & #,(R)
2. Soit A = (a,;) € M,(R). Calculer Inf 3 (a;; —my )’

MeZn(R) 1< j<n

3. Pour H = Ker Tr, calculer d(M, H) pour M € E.



Corrigé : 1. Considérons ¢ : E — E. M+ M". On a ©? = id et par proprié¢té fondamentale de
la trace

VAEE  [lp(A)* =Tr(AAT) = Tr (ATA) = [|A]?

L’application ¢ est donc une symétrie et une isométrie d’ou une symétrie orthogonale avec
Ei(¢) = 7 (R) et E_i(¢) = 4,(R) et par suite

E— .7(R) & (R)

2. La borne inférieure est bien définie comme borne inférieure d’une partie non vide de R, . Puis,
par continuité et croissance de ¢ — t? sur R, il vient

2
o —me ) = —MII2 = _ _ 2
Inf > (aij —mij) Inf )||A M|| <MEI;}5(R) |A MH) d(A, #,(R))

Me.“, (R) 1<i,j<n Mesn (R
Par théoréme de distance a un sev de dimension finie, on a
d(A, Z(R)) = |1A = po ) (A)]]

et comme l'espace E est euclidien, il est licite d’écrire id —p.y, r) = Py, @) d’oU

A—AT 1
Inf ci—m ) = 2_ c—ai)’
N S R e e A SO CIEY
3.0n a M e Ker Tr < (I,,M) =0 <= M € Vect (I,)*

Ainsi WMeE  d(M,H) = |<1T|41’ IITH _ |Tr¢(¥)|

Exercice 8 (*)

Soit E préhilbertien réel et (u,a) € E2 Déterminer de deux manieres différentes

Inf ||u — tal|?
teR

Corrigé : Si a = O, la fonction ¢ — ||u — tal|* est constante égale a ||ul[?. On suppose a # Og.
On pose P(t) = ||u — tal|? pour ¢ réel et on a

P(t) = llull* — 2t (u, a) + *|lal®

C’est une fonction trinome donc dérivable et qui atteint son minimum la o sa dérivée s’annule
avec

VieR  P/(t) =2t||a|* — 2t (u,a)

.. . 2 <U,CL>) 1 2 2 _ 2
Ainsi Inf flu — taf}2 = P ( (el — (1 0)?)

lall> /" la®

Variante : On peut aussi observer, comme s — s? est continue et croissante sur R

2
Inf [[u—tal]? = Inf |u-—2z|?*= ( Inf |ju— a:H) = d(u, Vect (a))?
teR a) x€Vect (a)

x€Vect (



FIGURE 2 - Projection sur 'axe Vect (a)

La famille (a/||a||) est une base orthonormée de Vect (a) d’ott pyect (a)(v) = (u,a)

¢ t
et par
o | | R
caractérisation métrique du projeté orthogonal sur Vect (a) de dimension finie, on retrouve
(u,a)*

el

d(u, Vect (a))? = [|u — pvect (o) (W)]|> = (1 — Pvect () (), u) = |Jul|*> —

Exercice 9 (**)

1
Justifier 'existence puis calculer Inf / (1+at+ 17752)2 dt.
(a,b)ERQ 0

1
Corrigé : Notons A= {/ (1+at +bt?)*dt, (a,b) € Rz}
0

C’est une partie non vide de R et minorée donc elle admet une borne inférieure finie. On pose
1

E = R[X] muni du produit scalaire (P,Q) = / P(t)Q(t) dt pour (P,Q) € E? et on note
0

F = Vect (X, X?). En utilisant notamment la croissance et, continuité de u — u? sur R,

2
Inf A = Inf M+ aX + bX?||2 = < Inf |1 —(—aX — bXQ)H> d(1,F)?
(a,b)e (a,b)eR?
Comme le sev F est de dimension finie, on a par caractérisation métrique du projeté orthogonal
d(LF) =11 —pr(1)]]

Par caractérisation géométrique du projeté orthogonal, il vient pour P € E

. P = aX + AX2

P=pr(l) < . = Ja,B) R | 1-P,X)=0
1-PeF

(1-P,X2) =0



1— pp(l)

pr(1) F

FIGURE 3 — Distance a un sev de dimension finie

Alinsi, les scalaires «, 8 sont solutions de

a [ 1
X, X X2, X)8 = (1,X 374173 1
(X, X)a + (X2, X)8 = (1,X) . )3 a2 (:><&75)_<4’__0>
(X, X%a + (X2, X%) 8 = (1,X?) a B 1 3
__|__:_
45 3
> ! 10 ,
Enfin It =prMIF =1 =pr1), )= | (1-dt+ 1) dt
0
! 1
On conclut Inf /(1+at+bt2)2dt:—
(a,b)eR? [ 9

Exercice 10 (**)

Soit E euclidien avec dimE =n > 2 et (u,v) une famille libre de vecteurs de E. On pose
Ve € E fz) = (u,x)v+ (v, x)u
1. Montrer que f € Z(E).

2. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f posséde n — 2 colonnes
nulles.

3. En déduire les valeurs propres de f.

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Corrigé : 1. L’application f est a valeurs dans E et linéaire par linéarité du produit scalaire en
la deuxiéme variable et linéarité du produit. Ainsi

feZ(E)

L
2.0na E=F @ Ft avec F = Vect (u,v). Soit (e3,...,e,) une base de F*. Ainsi, la famille
B = (u,v,e3,...,e,) est une base de E et on a

mat f — diag K<||12|1|)2> ||v||2) ,o}

{u, v)

3.0n a X (X)) = X2 [(X = (u,0))* = (lulllv])?]
= X" (X — (u,v) — [Jull||lv]]) (X = (u, v) + |Jull||v])

8



Ainsi Sp (f) = {0, (u, v) + [Jullllv]], (u, v) — [lulll[o]l}
4. Le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz n’étant pas réalisé, on a

(u, v) 7 Eul|||v]]

d’ont Card Sp (f) = 3. Par suite
dim @ Ex(f)= > dmE\(f)>2n—-2+1+1=dimE

€SP (f) A€Sp (f)
d’ott E= & E.f)
A€Sp (f)
Ainsi ’L’endomorphisme f est diagonalisable.‘

Variante : Soit .Z une base orthonormée de E. Notons U = mat ¢u, V = mat v et X = mat ¢x
pour x € E. Par associativité, on trouve

Ve e E matg f(z) = (UTX)V+ (VIX)U = (VUT + UVTX
d’ou matgf = VU +UVT € .7, (R)

D’aprés le théoréme spectral, il en résulte que f est diagonalisable.

Exercice 11 (**)

Soit E préhilbertien réel et F sev de E. Montrer que F+ = F*.

Corrigé : On a F Cc F dou F+ C F*. Considérons € F' et y € F. Par caractérisation
séquentielle, il existe (y,), € FY telle que y, — y. L’application u — (z,u) est continue car
n—oo

linéaire et ||z||-lipschitzienne d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi, on a

<m7yn> — <$,y> et VneN <x7yn> =0

n—oo
d’ott V(z,y) e Ft x F (r,y) =0

ce qui prouve F+ C F* et on conclut

Exercice 12 (**)
Soit E préhilbertien et p, ¢ des projecteurs orthogonaux. Montrer
poq=0 <= qop=0
Corrigé : Comme p et ¢ sont projecteurs orthogonaux, on a
1 1
E=ImpdKerp et E=Im qPKer q
Puis pog=0 < ImqgCKerp = KerptClImqg"
D’ou poq=0 =— ImpCKerq =— qop=0

L’autre sens vient par symétrie des roles et on conclut

poq=0 <= qop=0




Variante : On a (p(z),y) = (p(x), p(y)) pour (z,y) € E? et de méme pour q. Supposons pog = 0.
Pour (z,y) € E?, on a

(poq(@),y) = (poq(x),p(y)) = (¢(x), p(y)) = (a(x),q° p(y)) = O
En particulier, en choisissant x = p(y) pour y € E, on trouve |q o p(y)||?

on compléte par symétrie des roles.

=0douqgop=0et

10



