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Feuille d'exercices n°53

Exercice 1 (**)

Soit E préhilbertien, F un sev de E de dimension �nie et B = (u1, . . . , up) une base de F. Soit

x ∈ E et y = pF(x) =
p∑

i=1

aiui avec les ai réels. On pose

G =
(
⟨ui, uj⟩

)
1⩽i,j⩽p

A =

Ö
a1
...
ap

è
X =

Ö
⟨x, u1⟩

...
⟨x, up⟩

è
Établir G ∈ GLp(R) et A = G−1X

Corrigé : Soit y =
p∑

i=1

aiui avec les ai réels. On a

y = pF(x) ⇐⇒ x− y ∈ F⊥ ⇐⇒ ∀i ∈ [[ 1 ; p ]] ⟨x− y, ui⟩ = 0 ⇐⇒ GA = X

F

x

y = pF(x)

x− y

Figure 1 � Décomposition d'une projection orthogonale

L'existence et l'unicité de y ∈ F véri�ant x − y ∈ F⊥ équivaut à l'existence et l'unicité de la
matrice colonne A qui équivaut à l'inversibilité de G. Ainsi

G ∈ GLp(R) et A = G−1X

Exercice 2 (**)

Soit E préhilbertien réel, n entier non nul, une famille de vecteurs (u1, . . . , un) ∈ En et une
matrice G ∈ Mn(R) dé�nie par G =

(
⟨ui, uj⟩

)
1⩽i,j⩽n

.

1. Montrer qu'il existe A ∈ Mp,n(R) avec p ⩽ n telle que G = A⊤A.

2. Justi�er l'égalité ∀M ∈ Mp,n(R) rg
(
M⊤M

)
= rg (M)

3. En déduire une relation entre rg (G) et rg (u1, . . . , un).
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Corrigé : 1. Si les ui sont tous nuls, le résultat est trivial. Notons F = Vect (u1, . . . , un). L'espace
F est euclidien et admet une base orthonormée B = (e1, . . . , ep) avec p ⩽ n. Par suite

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 ⟨ui, uj⟩ = ⟨
p∑

k=1

⟨ui, ek⟩ek,
p∑

ℓ=1

⟨uj, eℓ⟩eℓ⟩ =
p∑

k=1

⟨ui, ek⟩⟨uj, ek⟩

Ainsi, notant A = matB(u1, . . . , un) =
(
⟨uj, ei⟩

)
(i,j)∈[[ 1 ; p ]]×[[ 1 ;n ]]

, on conclut

G = A⊤A

2. Soit M ∈ Mp,n(R). On clairement Ker M ⊂ Ker M⊤M. Soit X ∈ Mn,1(R) tel que M⊤MX = 0.
En multipliant à gauche par X⊤, on obtient

X⊤M⊤MX = ⟨MX,MX⟩ = 0

d'où MX = 0 et l'inclusion Ker M⊤M ⊂ Ker M. Le théorème du rang appliqué M et M⊤M donne
alors

dimRn = dimKer M + rg (M) dimRn = dimKer M⊤M+ rg
(
M⊤M

)
On conclut rg (M) = rg

(
M⊤M

)
3. D'après les résultats précédemment établis, on conclut

rg (G) = rg
(
A⊤A

)
= rg (A) = rg (u1, . . . , un)

Exercice 3 (***)

Soit E euclidien, f ∈ L (E) tel que ∥f(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour tout x ∈ E.

1. Montrer que E = Ker (f − id )
⊥
⊕ Im (f − id ).

2. Déterminer lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

fk(x) pour x ∈ E.

Corrigé : 1. Soit x ∈ Im (f − id )⊥ avec x non nul. En particulier, on a

⟨x, (f − id )(x)⟩ = 0 ⇐⇒ ⟨x, f(x)⟩ = ∥x∥2

Or, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et avec l'hypothèse faite sur f , il vient

⟨x, f(x)⟩ ⩽ |⟨x, f(x)⟩| ⩽ ∥x∥ × ∥f(x)∥ ⩽ ∥x∥2

D'après l'égalité précédemment établie, on en déduit que toutes les inégalités ci-dessus sont des
égalités et donc, d'après le cas d'égalité de Cauchy-Schwarz, la famille (x, f(x)) est liée. Comme
x ̸= 0E, on a f(x) = αx avec α réel. Puis

⟨x, f(x)⟩ = α∥x∥2 = ∥x∥2 =⇒ α = 1

Ainsi x ∈ Im (f − id )⊥ =⇒ x ∈ Ker (f − id )

Autrement dit Im (f − id )⊥ ⊂ Ker (f − id )

D'après le théorème du rang, on a l'égalité des dimensions d'où l'égalité Im (f− id )⊥ = Ker (f−
id ). Comme les sev Im (f − id ) et Im (f − id )⊥ sont supplémentaires orthogonaux, on conclut

E = Ker (f − id )
⊥
⊕ Im (f − id )

Variante : Une approche plus terre à terre : soit a ∈ Ker (f − id ) et b ∈ E. On a
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∥f(a+ b)∥2 ⩽ ∥a+ b∥2 ⇐⇒ 2 ⟨a, f(b)− b⟩ ⩽ ∥b∥2 − ∥f(b)∥2

En remplaçant a par ta avec t réel, il vient

∀t ∈ R 2t ⟨a, f(b)− b⟩ ⩽ ∥b∥2 − ∥f(b)∥2

Cette inégalité est vraie pour tout t réel si et seulement si ⟨a, f(b)− b⟩ = 0 (sinon, fonction a�ne
majorée). Ceci prouve Im (f − id )⊥Ker (f − id ).

2. Soit x ∈ E. Il existe un unique couple (a, b) ∈ Ker (f − id ) × Im (f − id ) tel que x = a + b.
Une récurrence immédiate donne fk(a) = a pour tout k entier. Puis, il existe c ∈ E tel que
b = (f − id )(c) et il vient par téléscopage pour n entier

1

n

n−1∑
k=0

fk(b) =
1

n

n−1∑
k=0

[
fk+1(c)− fk(c)

]
=

fn(c)− c

n

L'application fn est 1-lipschitzienne et on obtient

∥ 1
n

n−1∑
k=0

fk(b)∥ ⩽
2∥c∥
n

=⇒ 1

n

n−1∑
k=0

fk(b) −−−→
n→∞

0

Ainsi
1

n

n−1∑
k=0

fk(x) = a+
1

n

n−1∑
k=0

fk(b) −−−→
n→∞

a

On conclut
1

n

n−1∑
k=0

fk −−−→
n→∞

pKer (f−id )

Exercice 4 (***)

Soit E = Mn,1(R) muni de sa structure euclidienne canonique, A ∈ Mn,p(R) de rang égal à p et
B ∈ E. Montrer qu'il existe un unique X0 ∈ Mp,1(R) rendant minimum ∥AX − B∥2 et préciser
ce X0.

Corrigé : On ne sait pas a priori qu'il s'agit d'un minimum. Considérons Inf
X∈Mn,1(R)

∥AX−B∥2.

On a {AX,X ∈ Mp,1(R)} = Im A d'où, par continuité et croissance de t 7→ t2 sur R+

Inf
X∈Mp,1(R)

∥AX− B∥2 =
Å

Inf
X∈Mp,1(R)

∥AX− B∥
ã2

=

Å
Inf

C∈Im A
∥B− C∥

ã2
= d(B, Im A)2

Le sev Im A est de dimension �nie et par caractérisation métrique du projeté orthogonal, on a

d(B, Im A) = ∥B− pIm A(B)∥

Comme pIm A(B) ∈ Im A, il existe donc X0 ∈ Mp,1(R) tel que pIm A(B) = AX0 ce qui prouve que
la borne inférieure cherchée est e�ectivement un minimum. L'élément X0 solution de l'équation
pIm A(B) = AX d'inconnue X ∈ Mp,1(R) est unique par injectivité de A puisque d'après le
théorème du rang

dimRp = dimKer A + rg A ⇐⇒ p = dimKer A + p ⇐⇒ dimKer A = 0

D'après la caractérisation géométrique du projeté orthogonal, on a

∀C ∈ Im A ⟨C,B− pIm A(B)⟩ = 0

c'est-à-dire ∀X ∈ Mp,1(R) ⟨AX,B− AX0⟩ = 0
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Autrement dit, pour tout X ∈ Mp,1(R), on trouve (AX)⊤(B − AX0) = 0 ce qui s'interprète, en
munissant Mp,1(R) de sa structure euclidienne canonique

∀X ∈ Mp,1(R) ⟨X,A⊤B− A⊤AX0⟩Mp,1(R) = 0

La matrice colonne A⊤B − A⊤AX0 est orthogonale à toute matrice colonne de Mp,1(R) donc à
elle-même en particulier ce qui prouve que sa norme est nulle et qu'elle est donc nulle. On en
déduit

A⊤AX0 = A⊤B

En�n, on sait que rg A = rg A⊤A = p et comme A⊤A ∈ Mp(R), cela signi�e que A⊤A ∈ GLp(R)
et on conclut

X0 = (A⊤A)−1A⊤B et Min
X∈Mp,1(R)

∥AX− B∥2 = ∥A(A⊤A)−1A⊤B− B∥2

Remarque : On a pIm A(B) = AX0 = A(A⊤A)−1A⊤B ce qui prouve que A(A⊤A)−1A⊤ est la
matrice de la projection orthogonale pIm A dans la base canonique de E.

Exercice 5 (***)

Soit E préhilbertien réel et (en)n une famille orthonormale de E. Montrer l'équivalence :

∥x∥2 =
+∞∑
n=0

⟨en, x⟩2 ⇐⇒ x ∈ Vect (en)n

Corrigé : Soit x ∈ E. D'après l'inégalité de Bessel, on a

∀n ∈ N
n∑

k=0

⟨ek, x⟩2 ⩽ ∥x∥2

d'où la convergence de la série
∑

⟨en, x⟩2. Notons Fn = Vect (e0, . . . , en) et pn le projecteur
orthogonal sur Fn. D'après le théorème de Pythagore, on a

∥x∥2 = ∥pn(x)∥2 + ∥x− pn(x)∥2 =
n∑

k=0

⟨ek, x⟩2 + ∥x− pn(x)∥2

Ainsi ∥x∥2 =
+∞∑
n=0

⟨en, x⟩2 ⇐⇒ ∥x− pn(x)∥2 =
+∞∑

k=n+1

⟨en, x⟩2

⇐⇒ ∥x− pn(x)∥ −−−→
n→∞

0 ⇐⇒ pn(x) −−−→
n→∞

x

Soit x ∈ Vect (en)n et soit ε > 0. On a B(x, ε) ∩ Vect (en)n ̸= ∅. Soit y un élément de cette
intersection. On dispose de N entier tel que y ∈ FN. Par propriété du projeté orthogonal, il vient

∥x− pN(x)∥ ⩽ ∥x− y∥ < ε

Par ailleurs, la suite (Fn)n croît et il en résulte que la suite des bornes inférieures de {∥x− u∥, u ∈ Fn}n
décroît, i.e. la suite (∥x− pn(x)∥)n. Ainsi

∀n ⩾ N ∥x− pn(x)∥ ⩽ ∥x− pN(x)∥ < ε

On donc établi pn(x) −−−→
n→∞

x

Réciproquement, si pn(x) −−−→
n→∞

x, comme pn(x) ∈ Vect (ek)k pour tout n entier, on en déduit

par caractérisation séquentielle des points adhérents que x ∈ Vect (en)n. On conclut

∥x∥2 =
+∞∑
n=0

⟨en, x⟩2 ⇐⇒ x ∈ Vect (en)n
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Exercice 6 (***)

On pose ∀n ∈ N Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n] et Un =

…
2n+ 1

2
Pn

Soit E = C 0([−1 ; 1 ] ,R) muni du produit scalaire ⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1

f(t)g(t) dt pour (f, g) ∈ E2.

1. Pour n entier, déterminer le degré et coe�cient dominant de Pn puis calculer ⟨Pn,X
k⟩

avec k ∈ [[ 0 ; n ]].

2. En déduire que (Un)n est une famille orthonormale de E et que Vect (Un)n = E.

Corrigé : 1. Soit n entier. Notons Ln = (X2 − 1)n. On a

Ln = X2n +Qn avec degQn < 2n =⇒ Pn =
1

2nn!

ï
(2n)!

n!
Xn +Q

(n)
n

ò
D'où Pn =

(
2n
n

)
2n

Xn +Rn avec degRn < n

2. Soit n entier et k ∈ [[ 0 ; n ]]. On a

⟨Pn,X
k⟩ = 1

2nn!
⟨L(n)

n ,Xk⟩ = 1

2nn!

∫ 1

−1

L
(n)
n (t)tk dt

En intégrant par parties, il vient∫ 1

−1

L
(n)
n (t)tk dt =

î
L
(n−1)
n (t)tk

ó1
−1

−
∫ 1

−1

L
(n−1)
n (t)(tk)′ dt

Or, les réels 1 et −1 sont racines d'ordre n de Ln donc L
(j)
n (+− 1) = 0 pour j ∈ [[ 0 ; n − 1 ]]. Par

suite, le crochet s'annule et on a

⟨L(n)
n ,Xk⟩ = −⟨L(n−1)

n , (Xk)′⟩
Supposons k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]. En itérant k + 1 intégrations par parties, on obtient

⟨L(n)
n ,Xk⟩ = (−1)k+1⟨L(n−(k+1))

n , (Xk)(k+1)⟩ = (−1)k+1⟨L(n−(k+1))
n , 0⟩ = 0

Pour k = n, avec n intégrations par parties, il vient

⟨L(n)
n ,Xn⟩ = (−1)n⟨L(0)

n , (Xn)(n)⟩ = (−1)nn!

∫ 1

−1

(t2 − 1)n dt

Posons Im,n =

∫ 1

−1

(t+ 1)m(t− 1)n dt pour (m,n) ∈ N2. En intégrant par parties, on trouve

∀(m,n) ∈ N× N∗ Im,n = − n

m+ 1
Im+1,n−1

puis ∀n ∈ N In,n = (−1)n
n!

(n+ 1) . . . (2n)
I2n,0

= (−1)n
(n!)2

(2n)!
×
∫ 1

−1

(t+ 1)2n dt = (−1)n
(n!)2

(2n)!
× 22n+1

2n+ 1

Ainsi Pour n entier ⟨Pn,X
k⟩ =

0 si k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]
2n(
2n
n

) × 2

2n+ 1
si k = n
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3. Notons Un =

…
2n+ 1

2
Pn pour n entier. Soit (m,n) ∈ N2 avec m ̸= n. On peut supposer

m < n sans perte de généralité. D'après le résultat de la question précédente, on a

∀k < n ⟨Pn,X
k⟩ = 0 ⇐⇒ Pn ∈ Rn−1[X]

⊥

Comme Pm ∈ Rn−1[X], il en résulte que Pn⊥Pm pour m < n. Puis

∥Un∥2 =
2n+ 1

2
⟨Pn,Pn⟩ =

2n+ 1

2

Ç(
2n
n

)
2n

⟨Pn,X
n⟩+ ⟨Pn,Rn⟩

å
= 1

Comme degUn = n pour tout n entier, on a R[X] = Vect (Un)n. Soit f ∈ E. D'après le théorème
d'approximation de Weierstrass, pour ε > 0, on dispose de P ∈ R[X] = Vect (Un)n tel que
∥f − P∥∞,[−1 ;1 ] ⩽ ε d'où

∥f − P∥ =

 ∫ 1

−1

[f(t)− P(t)]2 dt ⩽ ε
√
2

Ainsi La famille (Un)n est une famille orthonormale de E et Vect (Un)n = E.

Exercice 7 (***)

Soit E l'espace des fonctions continues de R dans R, paires et 2π-périodiques. On pose :

∀(f, g) ∈ E2 ⟨f, g⟩ = 1

π

∫ π

0

f(t)g(t) dt

On pose c0 : t 7→ 1 et ∀n ⩾ 1 cn : t 7→
√
2 cos(nt)

1. Véri�er que (f, g) 7→ ⟨f, g⟩ est un produit scalaire sur E.

2. Soit f ∈ E. Montrer

∀ε > 0 ∃P ∈ R[X] | ∥f − P ◦ cos ∥∞,[ 0 ;π ] ⩽ ε

3. Montrer que (cn)n est une famille orthonormale de E et que Vect (cn)n = E.

Corrigé : 1. Soit (f, g) ∈ E2. L'intégrale dé�nissant ⟨f, g⟩ existe comme intégrale de fonction
continue sur un segment. L'application (f, g) 7→ ⟨f, g⟩ est symétrique, linéaire en la première
variable par linéarité de l'intégrale et du produit, positive par positivité de l'intégrale. Soit f ∈ E

telle que ⟨f, f⟩ = 1

π

∫ π

0

f(t)2 dt = 0. L'application f 2 est continue positive d'où, par séparation

de l'intégrale

∀t ∈ [ 0 ; π ] f(t) = 0

Par parité ∀t ∈ [−π ; 0 ] f(t) = f(−t) = 0

En�n, par 2π-périodicité,

∀t ∈ R f(t) = f(t− 2nπ︸ ︷︷ ︸
∈[−π ;π [

) = 0 avec n =

õ
1

2

Å
t

π
+ 1

ãû
L'application (f, g) 7→ ⟨f, g⟩ est un produit scalaire sur E.

2. On a f ◦ Arccos ∈ C 0([−1 ; 1 ] ,R). D'après le théorème de Weierstrass, il vient

∀ε > 0 ∃P ∈ R[X] | ∥f ◦ Arccos −P∥∞,[−1 ;1 ] ⩽ ε
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Sans di�culté, on a P ◦ cos ∈ E pour tout P ∈ R[X] et comme Arccos réalise une bijection de
[−1 ; 1 ] sur [ 0 ; π ], on conclut

∀ε > 0 ∃P ∈ R[X] | ∥f − P ◦ cos ∥∞,[ 0 ;π ] ⩽ ε

3. D'après ce qui précède, on a

∀ε > 0 ∃P ∈ R[X] | ∥f − P ◦ cos ∥ =

 
1

π

∫ π

0

[f(t)− P ◦ cos(t)]2 dt ⩽

 
1

π

∫ π

0

ε2 dt = ε

or {P ◦ cos, P ∈ R[X]} = Vect (cosn)n

ce qui prouve donc Vect (cosn)n = E. Montrons l'inclusion Vect (cosn)n ⊂ Vect (cn)n. Soit n
entier et t réel. D'après l'identité d'Euler, il vient

cosn t =

Å
e it + e−it

2

ãn
=

1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
e ikte−i(n−k)t =

1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
e i(2k−n)t

Comme il s'agit d'un réel, il vient en considérant la partie réelle du membre de droite et la parité
de cos

cosn t =
1

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
cos(|2k − n| t)

Par suite Vect (cosn)n ⊂ Vect (cn)n =⇒ E = Vect (cosn)n ⊂ Vect (cn)n ⊂ E

En�n, on trouve

⟨c0, c0⟩ = 1 ⟨∀n ⩾ 1 ⟨c0, cn⟩ =
1

π

∫ π

0

√
2 cos(nt) dt =

√
2

nπ
[sin(nt)]π0 = 0

∀n ∈ N∗ ⟨cn, cn⟩ =
1

π

∫ π

0

2 cos2(nt) dt =
1

π

∫ π

0

(1 + cos(2nt)) dt = 1

et pour m,n des entiers non nuls et distincts

⟨cn, cm⟩ =
1

π

∫ π

0

2 cos(nt) cos(mt) dt =
1

π

∫ π

0

[cos((n−m)t) + cos((n+m)t)] dt

=
1

π

ï
sin((n−m)t)

n−m
+

sin((n+m)t)

n+m

òπ
0

= 0

les dénominateurs étant bien non nuls puisque m ̸= n et m+ n > 0. On conclut donc

La famille (cn)n est une famille orthonormale de E et Vect (cn)n = E.

Exercice 8 (****)

Soit E euclidien et C un convexe fermé non vide de E.

1. Soient x, a et b dans E tels que a ̸= b et ∥x− a∥ = ∥x− b∥. Montrer

∥x− a+ b

2
∥ < ∥x− a∥

2. Montrer que pour x ∈ E, il existe un unique vecteur a ∈ C tel que

∥x− a∥ = Inf
y∈C

∥x− y∥

On dé�nit l'application p : x 7→ a projection sur le convexe C.
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3. Soit x ∈ E et a ∈ C tel que ⟨x− a, y − a⟩ ⩽ 0 pour tout y ∈ C. Montrer que a = p(x).

4. On suppose qu'il existe y ∈ C tel que

⟨x− p(x), y − p(x)⟩ > 0

En considérant ty + (1− t)p(x) avec t ∈ [ 0 ; 1 ], obtenir une contradiction.

5. Montrer ∀(x, y) ∈ E2 ⟨x− y, p(x)− p(y)⟩ ⩾ ∥p(x)− p(y)∥2

En déduire que p est une application continue.

Corrigé : 1. D'après l'inégalité triangulaire, on a

∥x− a+ b

2
∥ =

1

2
∥x− a+ x− b∥ ⩽

1

2
(∥x− a∥+ ∥x− b∥) = ∥x− a∥

Il y a égalité dans l'inégalité triangulaire si et seulement si (x − a, x − b) est positivement liée,
c'est-à-dire x − b = λ(x − a) avec λ ⩾ 0 (x − a non nul sinon x = a et ∥a − b∥ = 0 absurde).
L'égalité en norme impose λ = 1 d'où a = b ce qui est faux. Ainsi

∥x− a+ b

2
∥ < ∥x− a∥

x

a− xa

b− xb

a+ b

2
− x

Figure 2 � Médiane

Variante : D'après l'identité du parallélogramme, on a

2∥x− a∥2 + 2∥x− b∥2 = ∥x− a+ x− b∥2 + ∥x− a− (x− b)∥2

= 4∥x− a+ b

2
∥2 + ∥a− b∥2

d'où ∥x− a+ b

2
∥2 = ∥x− a∥2 − 1

4
∥a− b∥2 < ∥x− a∥2

et le résultat suit. L'argument est plus élémentaire (mais moins naturel ?) que le recours à l'in-
égalité de Cauchy-Schwarz.

2. Notons α = Inf
y∈C

∥x−y∥, borne inférieure �nie d'une partie non vide de R+. Par caractérisation

séquentielle, il existe (yn)n ∈ CN telle que

∥x− yn∥ −−−→
n→∞

α

Ainsi, à partir d'un certain rang, la suite (yn)n est à valeurs dans C ∩ Bf (x, α + 1) qui est un
fermé borné de E de dimension �nie donc un compact. Il existe alors une extractrice φ telle que

yφ(n) −−−→
n→∞

a ∈ C ∩ Bf (x, α+ 1)

et par continuité de la norme

∥x− yφ(n)∥ −−−→
n→∞

∥x− a∥ = α
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Si b est un point de C distinct de a et qui réalise aussi la distance, alors

∥x− a+ b

2
∥ < ∥x− a∥ = α et

a+ b

2
∈ C

C

x

a a− x

b b− x

.a+ b

2

Figure 3 � Convexe et médiane

par convexité de C. Ceci est absurde. Ainsi

Pour x ∈ E, il existe un unique vecteur a ∈ C tel que ∥x− a∥ = d(x,C)

3. Soit x ∈ E. Pour y ∈ C, on a

∥x− y∥2 = ∥x− a+ a− y∥2 = ∥x− a∥2 + 2 ⟨x− a, a− y⟩︸ ︷︷ ︸
⩾0

+∥a− y∥2 ⩾ ∥x− a∥2

La distance de x à C est donc réalisée en a autrement dit

Pour x ∈ E et a ∈ C tel que ⟨x− a, y − a⟩ ⩽ 0 pour tout y ∈ C, alors a = p(x).

4. On pose z = ty + (1− t)p(x) avec t ∈ [ 0 ; 1 ]. On a z ∈ C par convexité. Puis

∥x− z∥2 = ∥x− p(x)− t(y − p(x))∥2 = ∥x− p(x)∥2 − 2t ⟨x− p(x), y − p(x)⟩+ t2∥y − p(x)∥2

et −2 ⟨x− p(x), y − p(x)⟩+ t∥y − p(x)∥2 −−→
t→0

−2 ⟨x− p(x), y − p(x)⟩ < 0

d'où ∥x− z∥ < ∥x− p(x)∥ pour t assez proche de 0, ce qui est impossible. Ainsi

∀(x, y) ∈ E× C ⟨x− p(x), y − p(x)⟩ ⩽ 0

5. On a

⟨x− y, p(x)− p(y)⟩ = ⟨x− p(x) + p(x)− p(y) + p(y)− y, p(x)− p(y)⟩

= ⟨x− p(x), p(x)− p(y)⟩+ ∥p(x)− p(y)∥2 + ⟨p(y)− y, p(x)− p(y)⟩
D'après le résultat de la question précédente, on a

⟨x− p(x), p(x)− p(y)⟩ = −⟨x− p(x), p(y)− p(x)⟩ ⩾ 0

et ⟨p(y)− y, p(x)− p(y)⟩ = −⟨y − p(y), p(x)− p(y)⟩ ⩾ 0

D'où ∀(x, y) ∈ E2 ⟨x− y, p(x)− p(y)⟩ ⩾ ∥p(x)− p(y)∥2

Soit (x, y) ∈ E2. D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
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⟨x− y, p(x)− p(y)⟩ ⩽ ∥x− y∥∥p(x)− p(y)∥

On en déduit

∥p(x)− p(y)∥ ⩽ ∥x− y∥

l'inégalité étant réalisée si p(x)− p(y) = 0E. Ainsi

L'application p est continue.
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