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Devoir en temps libre n°12

Problème I

Soit n entier non nul, a1, . . . , an des réels positifs et

A =


a1 1 . . . . . . 1
1 a2 0 . . . 0
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
1 0 . . . 0 an

 B =

á
0 1 . . . 1
1 0 . . . 0
...

...
...

1 0 . . . 0

ë
des matrices de Mn(R).

1. Justi�er que la matrice B est diagonalisable dans Mn(R) et préciser son spectre.

2. Pour M ∈ Sn(R), établir

maxSp (M) = Sup
X∈S(0,1)

⟨X,MX⟩

où S(0, 1) désigne la sphère unité de Mn,1(R) muni de son produit scalaire canonique.

3. En déduire maxSp (A) ⩽
√
n− 1 + Max

i∈[[ 1 ;n ]]
ai

Problème II

Soit n entier non nul. On munit E = Mn(R) du produit scalaire ⟨A,B⟩ = Tr (A⊤B) pour
(A,B) ∈ E2. On note Bn l'ensemble des matrices bistochastiques de E, c'est-à-dire l'ensemble des
matrices A =

(
ai,j

)
1⩽i,j⩽n

véri�ant

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 ai,j ⩾ 0 et ∀i ∈ [[ 1 ; n ]]
n∑

j=1

ai,j =
n∑

j=1

aj,i = 1

On note aussi Pn l'ensemble des matrices de permutation Mσ ∈ E avec

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 (Mσ)i,j = δi,σ(j)

où σ ∈ Sn. Dans ce qui suit, les matrices A et B sont symétriques réelles.

1. Soit φ une forme linéaire sur E. Justi�er que l'application φ atteint un minimum sur Bn.
On admet que celui-ci est atteint en une matrice de Pn.

2. Pour M ∈ E et P, Q dans On(R), établir ∥PMQ∥ = ∥M∥.
3. Montrer qu'il existe une matrice P =

(
pi,j

)
1⩽i,j⩽n

∈ On(R) et deux matrices diagonales
réelles DA et DB telles que

∥A− B∥2 = ∥DAP− PDB∥2
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4. Montrer que la matrice R =
(
ri,j

)
1⩽i,j⩽n

dé�nie par ri,j = p2i,j pour tout (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2

est bistochastique et établir

∥A− B∥2 =
∑

1⩽i,j⩽n

ri,j (λi(A)− λj(B))
2

où λ1(A), . . . , λn(A) et λ1(B), . . . , λn(B) désignent respectivement les valeurs propres de
A et B.

5. En déduire Min
σ∈Sn

n∑
j=1

(
λσ(j)(A)− λj(B)

)2
⩽ ∥A− B∥2

Problème III (bonus)

Soit E = Mn(R) muni du produit scalaire canonique et A ∈ E.

1. Justi�er qu'il existe R ∈ On(R) telle que d(A,On(R)) = ∥A− R∥.
2. Montrer qu'il existe un couple (O, S) ∈ On(R)× S +

n (R) tel que A = OS.

3. Établir que pour tout P ∈ On(R), il existe U ∈ On(R) telle que

∥A− P∥2 − ∥A−O∥2 = 2 ⟨D, In − U⟩

avec D diagonale semblable à S.

4. Conclure que d(A,On(R)) = ∥A−O∥

2


