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Exercice 1 (****)

Soit E euclidien. On n’utilisera pas le théoréme spectral au cours de ce probléme. Un endomor-
phisme u € Z(E) est dit normal si u et u* commutent.

1. Soit u € Z(E) normal et F un sev de E stable par u. Montrer que F est stable par u*,
Fl stable par u et u* et que up est normal.

2. On suppose que dim E = 2. Soit u € Z(E) normal sans valeur propre réelle. Dans 2 base
orthonormée de E, montrer que

matgu = <(Ij _ab) avec (a,b) € R x R*

3. Plus généralement, montrer que pour u € Z(E) normal, il existe une base orthonormée
% de E telle que la matrice mat»u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux du

type

(A) avec XeR, <ZZ _abl> avec (a;, b;) € R x R*

Exercice 2 (***%¥)

Soit M = (m; ;) € #,(R) avec n entier non nul.

++ . ..
1. Montrer M€ .7t (R) < Vke[1;n] det (m,vj)(iyj)eﬂl;kﬂrz >0
2. Application : Montrer que (t'i_j|)1<ij<n € ST (R) avec t € ]—1;1[ puis montrer
1 a
O
L+ [0 — j| 1<i,j<n

Exercice 3 (***)

Soit E=%°([0;1],R), C > 0 et F un sev de E tel que

vieF |flle < Cllfl
1. Montrer que F # E.
2. Montrer que F est de dimension finie inférieure ou égale a C2.

Exercice 4 (***%¥)

Soit E = ¢°([0;1],R) muni du produit scalaire

1
W e B (fg) = [ g ar
0
On pose H = {f €l | /Qf(t) dt = O}. Déterminer H.
0

1



Exercice 5 (***)

Soit M € .,(R). On note S la sphére unité de .4, 1(R) qu’on munit du produit scalaire cano-
nique. Soit F un sev non trivial de ., ;(R). On pose

RM(F) = }}\é[g%{s XTMX

1. Montrer que Ry (F) est bien défini.

2. On considére (vy,...,v,) une base orthonormée de ., (R) de vecteurs propres res-
pectivement associés aux valeurs propres A\ (M) < ... < A\,(M)). Soit d € [1;n]. Si
F = Vect (vy, ..., v4), montrer

Ru(F) = Aa(M)

3. On considére a présent F un sev de ., 1 (R) de dimension d entier et G = Vect (vg, . .., v,).
Montrer que FNG NS # @. En déduire

Ru(F) = Aa(M)
4. Soient A, B symétriques réelles. On note C = A + B.
(a) On considére F et G deux sev de ., 1(R) d’intersection non triviale. Montrer
Ro(FNG) < Ra(F) + Rp(G)
(b) Soient k, ¢, m entiers non nuls tels que £ +m = k + n. Montrer
A(C) < M(A) + A (B)
(c) Soient k, ¢, m entiers non nuls tels que £ +m = k + 1. Montrer
AR(C) 2 Ar(A) + A (B)

5. Montrer que l'application N qui & M € .7,(R) associe 1\)/([28}( IMX]|| est une norme sur
Zn(R).

6. Exprimer N(M) en fonction des \g(M).

7. Soit k € [1; n]. Montrer que I'application .7,(R) — R, M — A\(M) est lipschitzienne.

Exercice 6 (***)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul et uy, ..., u, des endomorphismes auto-adjoints
de E vérifiant
p

P

Yrgu;=n et VreE ST {ui(x), x) = ||z||?
i=1 =1

I

Montrer que E= @ Im u; et que les u; sont des projecteurs orthogonaux.
i€[1;p]



Indications

Exercice 1 (***%)

Indications : 1. Considérer une base 4 orthonormée de E pour établir I’existence en passant
par I'écriture matricielle dans .

2. Considérer une base adaptée & E = F @ F* puis écrire matriciellement le caractére normal.
4. Suivre une trame identique a celle de la réduction des isométries

Exercice 2 (***%¥)

Indications : 1. Noter M, = (mivj>(ij)
que My, € " (R). Pour le sens indirect, procéder par récurrence sur n. Pour 'hérédité avec
M € Z,11(R), invoquer le théoréme spectral sur M,,. Avec Q = diag(P, 1) ou P est orthogonale
telle que PTM,,P diagonale, déterminer la forme de Q" MQ puis exprimer son déterminant.

2. Mettre en ceuvre le critére de la question précédente.

e[1:k]2 Pour k € [1;n]. Pour le sens direct, établir

Exercice 3 (***)
Indications : 1. Considérer une suite de fonctions assez classique.

1
2. Munir F du produit scalaire (f, g) = / f(t)g(t) dt pour (f,g) € F2. Considérer une famille
0

P

orthonormée (fi,..., f,) de F et écrire I'inégalité pour > \;fi(x) avec les \; réels et z € [0;1].
i=1

Choisir ensuite les \; en fonction de z judicieusement.

Exercice 4 (***%*)

1
Indications : Pour u € H*, considérer u. € E par u.(t) = 0 pour t € {O : 5}, u(t) = u(t) pour

1 11 1
t e {5—1—5;1} et u. affine sur [5;5—1—5]. En déduire u(t) pour t € {5;1] puis considérer

u— 2/02u(t) dt.

Exercice 5 (***)

Indications : 1. Déterminer une expressions de X' MX pour X € ., ;(R).

2. Décomposer X € FNS dans (vy,...,v,).

3. Utiliser la formule de Grassmann.

4.(b) Introduire des bases orthonormées adaptées puis utiliser les résultats des questions 2 et 3.
4.(c) Relier \;(—M) avec \;(M) avec j fonction de i pour M € .7, (R) puis utiliser le résultat de
la question précédente.

7. Utiliser le résultat de la question 4.(c)

[




Exercice 6 (***)

p

Indications : Montrer que Y u; = id puis le caractére projecteur de chaque u; et enfin 'ortho-
i=1

gonalité des Im wu;.



