ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°63

Exercice 1 (**)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi Z(p) avec p€]0;1[et Y, =X, + X,11 + X,12 pour tout n > 1. Montrer

1.

— ZY]C - 3]9
NE=1

Ve >0 ]P’( 26>—>0
n—oo

Corrigé : Les Y,, ne sont pas indépendantes! En effet, on a
Vn>1 P(Y,=3,Y1=0=0#PY,=3) xP(Y,;1 =0)
Soit e >0etn>1.0On a

2
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Pour ¢ € [0; 2], les variables (Xji¢)x sont indépendantes, de méme loi, avec des moments
d’ordre deux. D’aprés la loi faible des grands nombres, il s’ensuit

1 n
Ve > 0 ]P’(‘—ZYk—3p'>e>—>O
Ng=1

n—oo

Exercice 2 (***)

Soit (£2,47,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire de loi %{¢,,—1] avec n entier.
On suppose n non premier avec n = ab et a, b des entiers supérieurs ou égaux a 2.

1. Montrer qu’il existe un unique couple de variables aléatoires (Q,R) a valeurs dans N tel
que X = aQ + R avec R(Q) C [0; a —1].

2. Préciser la loi de (Q, R) puis de Q et de R.

3. En déduire qu’il existe Y et Z, variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N dont
on précisera les lois telles que X ~Y + Z.

Corrigé : 1. Soit w € 2. D’aprés le théoréme de la division euclidienne il existe un unique couple
(q,r7) € Nx[0; a—1] tel que X(w) = ag+r. Ceci prouve I'unicité du couple de variables aléatoires
solutions sous réserve d’existence. On définit 'application ¢ : N - N x [0;a — 1],z — (q,7)
qui & x associe son couple quotient-reste. Cette application est bien définie et bijective d’apreés
le théoréme de la division euclidienne et on pose (Q,R) = ¢(X). Il s’agit bien d’une variable
aléatoire discréte en tant que fonction d’une variable aléatoire discréte et par construction, on a

X =aQ+Ravec R(Q) C[0;a—1]

X
Remarque : On peut expliciter Q et R :on a Q = L—J et R=X—aQ.
a



2. Soit (¢,7) € [0; b—1]x[0; a—1]. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, I’application
¢ précédemment définie est une bijection et par suite

P((Q.R) = (¢,1) = P(p(X) = p(2)) = P(X = 2) = %

On détermine les lois marginales avec

a-l a 1 b-1 b 1
PQ=9¢)=2P(QR)=(¢r)=—=¢ et PR=7)=>P(QR)=(¢7)=_="~
r=0 n q=0 n o a
Alnsi (Q,R) ~Z0:a-1]x[0:b-1] Q~%o.b-1] R~%0;0-1]
3. Soit (¢,7) € [0;b6—1] x[0;a—1]. On a
1 1 1
P(QICLRZT):EIEXEIP(QZQ)P(R:T)

ce qui prouve que les variables Q et R sont indépendantes et on conclut

X =aQ+ R avec aQ et R indépendantes et aQ ~ Z,j0;0—1], R~20;0-1]

Exercice 3 (***)

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi #(z) avec x € [0;1]. Soit f : [0;1] — R continue par morceaux. Pour n entier

non nul, on note S,, = > X; et on pose

=1
Sn
vrel0:] B =E|f(2)]
1. Préciser la loi de S,, puis déterminer une expression sommatoire de E { f (S—nﬂ
n
2. Si x est un point de continuité de f, montrer
B.(f)(2) — /()
Corrigé : 1. D’aprés le cours et par transfert, on a
So~ @) e B7(2)] =S r (D) e, =n = 507 (L) 0 -
n k=0 \T k=0 n
2. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que
vie[0;1] |r—t[<n = |flx)-f)[<e
On a
Sn Sn
Ba(£)@) — @)l = [E|f(22) = f@)| | <E||r (22) - )
S .
Posons A,, = { — —x| > n}. Ainsi
n

B.()e) ~ ) < B |7 () - @)

< 2[[fllocP(An) + €

D’aprés la loi faible des grands nombres, on a P(A,) = o(1) et par conséquent

B, (f)(z) — f(z)

n—o0

]+ (|7 (%) - s
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Exercice 4 (***)

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé et X, Y indépendantes de loi uniforme sur P([1; n]). Cal-
culer E(Card X) puis E(Card X NY).

Corrigé : Les variables aléatoires X et Y sont finies donc Card X et Card Y également et
admettent donc une espérance. On a clairement (Card X)(2) = (Card X NY)(2) C [0;n]
et Card P([1;n]) = > (}) = 2" puisque choisir une partie équivaut & choisir une partie a k

éléments pour k € [O0;n] etily a (Z) maniéres de choisir une partie a k éléments. Puis, on
trouve

E(Card X) =
k

kEP(Card X = k)
=0
et comme la variable X suit la loi uniforme

Card {AC[l;n]| Cad A=k} 1

Vk e [0;n] P(Card X = k) = o —zn(Z)
autrement dit Card X ~ #A(n,1/2). On obtient
E(Card X) = g
Ensuite, il vient E(Card XNY) = Y kP(Card XNY = k)

k=0
et comme les variables X et Y sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur P([1; n]), alors
le couple (X,Y) suit la loi uniforme sur P([1; n])? et on a
Card {A,BC[1;n]| Card ANB =k}
922n
Reste donc évaluer ce numérateur qu’on note N. Compter les parties A, B dont 'intersection est

de cardinal égal & k équivaut a choisir d’abord cette intersection avec (Z) choix possibles puis
n—k

VEe[0;n] PCardXNY =k)=

choisir les ¢léments de A hors de A N B soit choisir ¢ € [0; n — k] éléments avec (",") choix
possibles et choisir les éléments de B qui ne sont pas dans A N B soit choisir p € [0; n— (k+{)]
éléments avec ("*(EH)) choix possibles. Ainsi, on trouve

nokn-(bt0) n—(k+£) " o (k) (nk
N=> > (k)(e)( p ):(’f)z2n7(+)(‘/)
=0 p=0 =0

On remarque la somme restante est un binéme de Newton développé d’ou

N= () (142 = 3mk()

et donc Vke[0;n] P(CadXnY=k) = (%) <1>k<§)n_k

c’est-a-dire Card X N'Y ~#(n,1/4) et on conclut

E(Card XNY) = %




Exercice 5 (***%*)

Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé et X, Y des variables aléatoires réelles discrétes a valeurs
dans [a;b].

1. Justifier que X et Y admettent des moments a tout ordre, c’est-a-dire X* et Y* d’espérance
finie pour tout k entier.

2. On suppose VEeN  E(X*) =E(YF

Montrer que X et Y ont méme loi.

Corrigé : 1. Les variables X et Y sont bornées et X*, Y* de méme pour tout k entier ce qui
prouve

| Les variables X et Y admettent des moments a tout ordre. |

2. Par linéarité de ’espérance, il vient
VP € R[X] E(P(X)) = E(P(Y))

Soit f € €°([a;b],R). On a f(X) bornée donc dans L. Pour € > 0, d’aprés le théoréme de
Weierstrass, on dispose de P € R[X] tel que ||P — f]|o < & d’ou, par inégalité triangulaire

[E(f(X)) —EPX)] = [E(f - P)X)| <E(|f = P|(X)) < |f =Pl <
Il s’ensuit de nouveau par inégalité triangulaire
IE(f(X)) —E(f(Y))] < 2¢
et ceci vaut pour tout € > 0 d’ou
Vfe? ([asb],R)  E(f(X)) =E(f(Y))
Soit zg € [a;b] et § = max(xy — a,b — xp). On définit
f:la;b] x]0;0] = R, (x,¢) — f(x,¢)

telle que pour ¢ € |0;0[, on a f(zg,e) = 1, f(-,e) affine sur [z —e;20] N]a;b| et sur
[zo;20+¢€] N]a;b], nulle ailleurs et f(-,&) continue sur [a;b]. Soit € € ]0;d[. On pose
A =X(Q)UY(Q). On suppose A dénombrable et on note A = {a,,n € N} avec les a,, deux a
deux distincts. Par transfert, il vient

Mﬂxdﬁ?iﬂ%£W@=aw

On a V(n,e) e Nx]0;0] |f(an, e)P(X =an)| < P(X = ay)
d’on la convergence normale de Y f(a,,  )P(X = a,) par o-additivité et
Vn €N f(ana 5) T()) ]l{a:o}(an)

Par double limite, il vient

+00 +00
> Flan e BX = a)) — 3 L) P(X = a,)
n=0 =0 p=0
puis par transfert E(f(X,¢)) — E(1203(X)) =P(X = x0)
e—

et le résultat vaut aussi en remplacant X par Y d’ou

B(X = x) = lm E(f(X.£)) = im E(f(Y, &)) = B(Y = )



Si A est fini, le résultat a toujours lieu de maniére triviale puisque le transfert sur E(f(X,¢)) ou
E(f(Y,e)) fait apparaitre une somme finie. On conclut

’Les variables X et Y ont méme loi.‘

Remarque : Il s’agit d’un cas particulier du célébre « Probléme des moments ». Sans ’hypothése
que les variables X et Y sont bornées, le résultat est faux. On peut trouver un contre-exemple
explicite dans 'ouvrage Counterexamples in Probability de J. Stoyanov.

Exercice 6 (****)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé, (¢,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur [—1; 1]. On pose

Vte[0:1] f(t)=vVI—£2

1n k 1x» k
: w1 o5 (5) wxo 12 (E)
e n ng::lf . e nkz::lf " X (14 eg)
1. Justifier que la suite (I,,),>1 converge vers une limite ¢ que ’on précisera.
2. Etablir Ve>0 P(IX,—{>¢)——0
n—oo
3. En déduire Ve >0 P(jtan(X,,) = 1| > ¢) —— 0
n—oo

4. Montrer Ve >0 IM >0 | Vn>1 P(yn|X, =0 <M)>1-¢

Corrigé : 1. D’aprés le théoréeme de convergence des sommes de Riemann, on a

In—wz/lf(t)dt:%
0

n—oQ

2. On pose A,, =1, — ¢ pour n entier non nul. Il vient
E[(X, — ()] = A2 + 2, x E [lfgk x f <5ﬂ +E [(1ff <E> x €k>2]
Np=1 n Ng=1 \N
Par linéarité de ’espérance, on obtient

oL (5] -2 (5 emen -

Np=1
Dol E|(X, -1 =A2+V (%g:f <§) X 5k)

Les variables f (—) X g sont indépendantes et il vient
n

V(G () ) =l () v - = 08

Np—1 n

——

<2 lle
Ainsi E (X, —0)°] —0

n—oo
Soit € > 0. D’aprés I'inégalité de Markov, on a
1
P(Xo =l 2 ) =P((Xn = 0)* > ) < ZE[X0 = 0)7]



Il s’ensuit Ve>0 P(X,—/{>2¢e)——0

n—oo

3. La fonction tan est continue en £. Soit £ > 0. On dispose de n > 0 tel que

Vr e R lz -l <n = |tan(z)—1|<c¢
et par contraposition
Ve e R tan(z) — 1| > e = |z —{| =1
d’on {ltan(X,,) = 1| = e} C {|X,, = ¢| = n}
Ainsi Ve >0 P(jtan(X,,)) = 1| > ¢) —— 0
n—oo

Remarque : La fonction f décroit strictement. Ainsi, pour n entier non nul

vk e [1:n] f(%) </k:1f(t)dt

d’ot 0<Xn<21n<2£:g

ce qui prouve que tan(X,) est bien défini pour n entier non nul.

4. Soit M > 0. D’aprés I'inégalité de Markov, on a

PV X, — 0] 2 M) = B(n(X, — £)? > M?) < s B(n(X, — £)?)

1
On a établi précédemment  E((X,, — )?) < A2 + EV(El)HJ‘QHoo

EX

1k1 n

1
On a An:Sn—f-/ f(t)dt avec S, = Z (f <E)—f(t)) dt
1—-1
Par inégalité des accroissements finis, on trouve
k—1 k k 1 k
wettinoal we 1] |r(8) - s e s (5

n

1 1n=d 1
don s, < 1
2nni=) L\ 2
()
n
0 Vel0:1]  gl) = —— et T, =% <k>
n pose : — e L= i
p g 12 nszlg n

Par croissance de ¢, on a

1 (k e
1
d’on, aprés sommation T, < / g(t)dt
1



Enfin, on observe

On en déduit

et par conséquent

d’ou

et donc

E(n(X, — £)%) = O(1)

Donc, pour € > 0, on peut choisir M assez grand tel que

1
Vn >1 WIE(N(Xn —0)?)<e

Passant au complémentaire, on conclut

Ve>0 AM>0 | P(/n|X, =/ <M)>1—¢




