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Feuille d’exercices n°32

Exercice 1 (**%*)
Soit f: R — Ret I'y = {(z, f(z)),z € R} son graphe.
1. Montrer que si f est continue, alors I'; est fermé.

2. Montrer que si f est bornée et I'y fermé, alors f est continue.

3. Le résultat précédent a-t-il lieu sans 'hypothése f bornée?

Corrigé : 1. Soit (x,, f(x,)), une suite a valeurs dans I'; telle que (z,, f(z,)) — (z,y). En

n—oo
particulier, on a z,, —— x et par continuité de f

F@n) — f(2)

d’ott y = f(x) par unicité de la limite ce qui prouve (z,y) € I'y. Par caractérisation séquentielle,
on conclut

‘Si f est continue, alors I'; est fermé.‘

Variante : On peut considérer g : R* = R, (z,y) — y — f(x) et observer I'y = g~ ({0}).

2. Soit (z,), suite réelle telle que x,, —— z avec x réel. Soit ¢ une extractrice telle que
n—oo

( f (xso(n)))n converge (il en existe d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass puisque f est bor-
née). Il s’ensuit que (T, f(Tpm)))n €st une suite convergente a valeurs dans I'y. Par fermeture
du graphe, on en déduit

(xgo(n)v f(xgo(n)) m ($7 f(m))

Ainsi, la suite (f(z,)), admet f(z) comme unique valeur d’adhérence et comme c’est une suite
bornée dans un R-ev de dimension finie (de dimension 1!), il s’ensuit

Fea) — f(@)

On conclut Si f est bornée et I'y fermé, alors f est continue.

1

3. Le résultat est faux. On peut considérer f(z) = — pour z # 0 et f(0) = 0 par exemple. Notant
T

¢ :R* > R, (z,y) — xy, on a ¢ € €(R?* R) car polynomiale et

Iy =¢7({1}) U {(0,0)}

Ainsi On peut trouver f non bornée, discontinue telle que I'; soit fermé.

Exercice 2 (***)

Soit f :]0;1] — R uniformément continue. Montrer que f admet un prolongement par conti-
nuité en 0.

Corrigé : Soit € > 0. On dispose de nn € | 0; 1] tel que



V(z.y) €]0:1]  Ja—yl<n = |f(e) - fly)l<e

Soit (x,), & valeurs dans | 0;1] de limite nulle. Pour n assez grand, on a x,, < n d’ou

(@) < [f(n)] + €

ce qui prouve que la suite (f(z,)), est bornée. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
dispose de ¢ extractrice et ¢ réel tels que

f(:l?w(n)) —/

n—o0
Soit (yy ), une suite & valeurs dans ] 0; 1] de limite nulle. Pour n assez grand, on a |y, — Zy(m)| <7
d’ou
| f(yn) — €] < ’f Yn) <p(n))|+|f(llf<p(n))—€} < 2¢

ce qui prouve, par caractérisation séquentielle, que la fonction f admet une limite finie en 0.
Ainsi

’La fonction f admet un prolongement par continuité en 0.‘

Exercice 3 (***)

1
Soit, (uy,), suite réelle bornée telle que u,, + ln+1 = @ AVEC ay —— a. Montrer que (uy)n
n—oo

converge et déterminer sa limite.

Corrigé : D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ tel que
Up(n) — L. Par suite

n—o0

Up(n)+1 = 20p(n) = 2Up(n) —— 20 — 20

Considérons la suite (v,,), définie par vy = £ et v,11 = 2a — 2v,. 1l s’agit d’une suite de valeurs
d’adhérences de (uy,), d’aprés le résultat précédent. La suite (v,), est arithmético-géométrique.
2a

Son point fixe a vérifie a=2a—2a < a= 3

La suite (v, — «), est géométrique de raison —2 et on trouve

2a 2a
Vn € N Un—( ) <f—?>+§

Comme la suite (uy,), est bornée, I'ensemble de ses valeurs d’adhérences I'est aussi et d’aprés

I L - : E—QGA"I : e réell )
expression ci-dessus, il s’ensuit que ¢ = 3 insi, la suite (u,), est une suite réelle bornée avec

une unique valeur d’adhérence. On conclut

Exercice 4 (***)
Soit E un K-evn et F un sev de dimension finie de E. Montrer
VeeE JyeF | d(x,F)=|z—y

Corrigé : Soit x € E. Par caractérisation séquentielle d’une borne inférieure, il existe (y,), € FY
tel que



[ = ynll —— d(z, F)
n—00

Par inégalité¢ triangulaire Vn € N Nyl < llyn — || + |||

La suite (|ly, — z||),, est convergente donc bornée et par conséquent, la suite (y,), est bornée.
Ainsi, il existe M > 0 tel que (y,), est & valeurs dans K = B¢(0, M) N F. Or, cet ensemble est
un fermé borné de F espace de dimension finie et par conséquent K est un compact de F. Puis,
il existe ¢ extractrice telle que y, ) —Y eKCFet

s — 2 —= lly — =] = d(z F)

On conclut VeeE JyeF | d(z,F)=|z—y

Variante : Soit € E et a € F. On pose K = By(z, |la — z||) N F. Cet ensemble est un fermé
borné de F espace de dimension finie et par conséquent K est un compact de F. D’aprés le
théoréme des bornes atteintes appliqué a la fonction 1-lipschitzienne d(z,-), il existe y € K tel
que

d(z,y) = Inf d(z, z) = d(z,K)

zeK
Ainsi, on a

Vze K d(z,y) <d(z,z) et VzeF~NK d(z,y) < d(z,a) < d(z, 2)

ce qui prouve d(z,y) = Ing d(z,z) =d(z,F)
zE

Exercice 5 (**%*)

Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f : X — X telle que
V(r,y) € X* avec x#y |[f(x)— fWI <z —yl

1. Montrer que f admet un unique point fixe v (considérer In}f{ |z — f(x)|])-
TE
2. Soit (uy,), définie par uy € X et w1 = f(uy).
Montrer que (u,), converge vers .

Corrigé : 1. L’unicité est immédiate. L’application f est 1-lispchitzienne donc continue. Comme

x +— ||z — f(z)]| est continue car composée de telles fonctions, elle atteint sa borne inférieure sur

le compact X. Il existe donc o € X tel que In}f{ |z — f(z)]] = ||la — f(a)||. Supposons « # f(«).
TE

11 vient alors

17 (f(@)) = fla)ll < lle = f(a)l

ce qui est absurde par choix de a. On en déduit

’La fonction f admet un unique point fixe o € X.‘

2. La suite (||u,, — «]),, est décroissante, positive donc convergente par limite monotone. Notons
¢ sa limite. Par compacité de X, il existe une extractrice ¢ tel que u,,,) —— u € X. On a aussi
n—oo

f(tpm)) — f(u) par continuité de f. Ainsi
n—oo
ity — &l —= = all =€ et [ugmysr = all = | Flugm) — all — [1Fw) — af| = ¢

Siu # a, on aurait || f(u) — af| < ||u— ]| ce qui est absurde. On en déduit f(u) =u ot u = «
et donc ¢ = 0. Ainsi

Uy —

n—o0




Exercice 6 (***)

Soit E un K-evn, K un compact convexe non vide et f : K — K une application 1-lipschitzienne.
Montrer que f admet un point fixe.

Corrigé : Soit a € K. On pose
1
Yam) eKx N ful) = (1-2) fla) +

Soit n entier non nul. Par convexité de K, ’application f,, est a valeurs dans K. Par ailleurs, on
a

V) €K ) — )l = (12 ) 176 — @l < (1= ) e vl

n

1
Ainsi, 'application f, est k,-lipschitzienne avec k, = 1 — —. L’application g, : x — || fu(z) — 2|
n

est continue et atteint donc son minimum sur le compact K en un point z,,. Puis, on a

90 (@) < gn(Fol@0)) = | folfa(@n) = Fol@n)|| < kngn(zn) avec k, <1

On en déduit g,(z,) = 0, autrement dit z,, est point fixe de f,. La suite (x,), ainsi construite
est & valeurs dans le compact K. Il existe donc une extractrice ¢ telle que ) m r € K.
Enfin, on a

1 a
fom)(@om)) = Tpm) = (1 - W) f(Tom)) + W = Top(n)

Par continuité de f, on obtient f(x) = x en passant a la limite. On conclut

’L’application f admet un point ﬁxe.‘

Exercice 7 (**%*)

Soit f € €(R,R). Montrer qu’il y a équivalence entre

1. I’image réciproque par f de tout compact de R est un compact de R.

2. lim [f(zx)] = lim |f(x) =00

Corrigé : Supposons 1. Ainsi
VA>0 3dB>0 | fY[-A;A)) Cc[-B;B]
D’ou par complémentarité

VA >0 B >0 | RN[-B;B]CR~ fY[-A;A]) =Y RN[-A;A))
ce qui signifie exactement lim |f(z)|= lm |f(x)] =+00

Réciproquement, supposons ce qui précéde. Soit K compact de R. On sait que f~1(K) est un
fermé. Supposons f~!(K) non borné. Donc il existe (x,), & valeurs dans f~'(K) \[—n;n] d’ou

|x,| —— +00 puis quitte & extraire x,, —— +00 ou x,, — —00 et par suite | f(z,)] —— +00.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Or, la suite (f(z,)), est a valeurs dans K et est donc bornée. On conclut que f~1(K) est borné
et on a donc établi

(1) = (2




Exercice 8 (***)

1. Soit z € U. Montrer que 1 est valeur d’adhérence de la suite (2"),,.

p
2. Soit (#,...,2,) € UP. Montrer que p est valeur d’adhérence de la suite (24?) )
k=1 /o
Corrigé : 1. La suite (2"),, est a valeurs dans le compact U en tant que fermé borné de C. On
dispose de ¢ extractrice telle que

2 s 6l avec 6 réel
n—oo

On pose définit ¢ : N — N par 1(0) = ¢(0) puis ¢(n + 1) = ¢(2¢(n) 4+ 1) pour n entier. Avec
ce choix, on observe

VneN  ¢(n+2)—¢(n+1)— (bn+1)=vn) =1 +2)-2¢(n+1)+ib(n) > ¢(n)

-

>1

Ainsi, la suite (¢)(n + 1) —(n)),, est une extractrice vérifiant ¢)(n + 1) — ¢(n) —— +o0 avec

n—oo

(¢(n)),, sous-suite (p(n)),,. Il vient

Z¢(n+1)—¢(”) = Zw(”+1)z¢(n) — s elfe—if —

n—o0

On conclut La suite (2"), admet 1 comme valeur d’adhérence.
2. La suite (27,...,20), est a valeurs dans U®, compact comme produit fini de compacts. On
dispose donc ¢ extractrice telle que
Vke[1;s] 220 e avec 6 réel
n—oo

En procédant comme & la question 3.(a), on construit une extractrice v, définie uniquement a
partir de ¢, telle que x = ¥ (- + 1) — 9 est une extractrice et vérifiant

Vee[l;s] 2™ —1

n—oo

Exercice 9 (***)

Soit E un K-ev normé de dimension finie et U un ouvert de E. Montrer que U peut s’écrire
comme une union croissante de compacts.

Corrigé : On pose
1
Vn € N* Kn:Bf(O,n)ﬁ{er\d(:c,E\U)>—}
n
La suite (K,,),>1 est clairement croissante pour I'inclusion. Pour n entier non nul, on a

K, = B;(0,n) N d(-, E ~ U)~! ({l;m D

n

L’application d(-, E ~\ U) est continue car 1-lipschitzienne d’ou la fermeture de K,, comme in-
tersection d’'une boule fermée avec 'image réciproque d’un fermé par une application continue.
L’ensemble K,, est un fermé borné de E de dimension finie ce qui prouve sa compacité. L’ensemble
E ~\ U est fermé d’ou

r¢U < d(z,E~xU)=0

et par négation r€e€lU < d(z,EXU) >0



+00

1
On en déduit K,, C U puis U K,, € U. Soit z € U. Comme — —— 0, il existe un seuil N; entier
n mn—oo
n=1

1
non nul tel que — < d(z, EXU) pour n < N; et comme n —— +00, il existe un seuil Ny tel que
n—o0

n
|z|| < n pour n > Ns. Ainsi, il existe n entier non nul que 1’on peut choisir n = max(Ny, Ng) tel
que = € K,, et on conclut

+0o0o

U= U K, avec (K, ),>1 une suite croissante de compacts

n=1

Exercice 10 (***)

Montrer que GL,(C) est connexe par arcs.

Corrigé : Soit M € GL,(C). 1l existe P € GL,(C) telle que T = (tij)1<ijen = P7TMP soit

triangulaire supérieure. Pour j € [1; n], on note ¢;; = r;je'. On pose
ut; ; si? <
Vu e [0;1] ¢(u) =PS(u)P™' avec S(u)= (sm‘(u))(i o et sij(u) = rie™  sii=j
0 sinon

n
L’application ¢ ainsi définie est continue, & valeurs dans GL,,(C) puisque |det p(u)| = [] r¥ > 0
i=1

et telle que p(1) = M et p(0) = I,,. Ainsi, toute matrice de GL, (C) est relié continiment a L, par
un chemin a valeurs dans GL, (C). Par transitivité et symétrie, toutes les matrices de GL,(C)
sont continiiment reliées entre elles par un chemin dans GL,,(C). On conclut

[’ensemble GL, (C) est connexe par arcs.

Exercice 11 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie et f € € (E,R) telle que f(x) —— +00. Montrer que f

||| —+o0
admet un minimum global.

Corrigé : Il existe R > 0 tel que
Vr e E |lz|| >R = f(x) > f(0)

L’ensemble B(0, R) est compact car fermé borné dans un espace de dimension finie et la fonction
continue f atteint ses bornes sur B¢(0,R). En particulier, on a

f(0) = Min_ f(z)

z€B¢(0,R)

Soit € E. Si ||z]| > R, on a

=
=
\Y
~
S
\Y

.
seyinf(@)

et si ||z]| < R ce quisignifie x € B¢(0,R), alors f(z) > lg/ll(nR f(z). Par conséquent, le minimum
z€Byf(0

atteint sur B(0,R) est global et on conclut

’La fonction f admet un minimum global.‘




Exercice 12 (**%*)

Soit E un K-evn, K un compact convexe non vide et u € Z,(E) tel que u(K) C K. On note
C = (id —u)(K) puis on pose
1n=1
VneN  wu,=->Yu* et x,=(d —u)ou,(a) avec a€K
N k=0
1. Montrer que C est un compact.

2. Montrer que (z,,), € CY puis 2, — 0.

n—o0

3. En déduire que u admet un point fixe dans K.

Corrigé : 1. On a id —u continue et C = (id —u)(K) est 'image directe d’un compact par une
application continue donc

’L’ensemble C est compact.‘

2. Par récurrence immeédiate, on a u*(K) C K pour tout k entier. Par convexité de K, on a

1n=1
VYn € K x N* un(a) = =S uF(a) € K

N k=0

Par conséquent, on a z,, € (id —u)(K) pour tout n entier. Puis, par téléscopage,

1=l 1
Vn € N* T == [uF(a) —u"(a)] = = [a —u"(a)]
NE—o n
L’ensemble K est compact donc borné et par conséquent, il existe M > 0 tel que
. 1 . 2M
vneN ol <= (ol + @) < ==
On conclut (1) € CY et z, ——0
n—oo

3. L’ensemble C est compact donc fermé. Or, on a construit une suite a valeurs dans C convergente
de limite nulle. Par fermeture de C, on en déduit

0€C=(id —u)(K)

Autrement dit dJreK | ulx)==z

Remarque : Il s’agit du théoréeme de Markov-Kakutani.

Exercice 13 (**%*)
Soit E un K-evn.
1. Soit (x,), suite a valeurs dans E pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que
V(n,p) € N? n#tp = |z, —x) =€
Montrer que (z,), n’admet aucune sous-suite convergente.

2. Soit K un compact de E. Montrer que pour tout € > 0, il existe un entier p non nul et
zi,...,T, dans E tels que

K C LPJ B(ZEZ, 6)

=1



Corrigé : 1. Supposons qu'il existe ¢ extractrice telle que z,(n) —— ¢. On a

n—o0

S NZomin) = Zom | < 1Tpmer) = €l + (1€ = 2ol = o(1)

Ainsi La suite (z,), n’admet aucune sous-suite convergente.

2. On procéde par 'absurde : supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout p entier non nul et

tous ay,...,a, dans E, on ait K ¢ U B(a;, ). On va alors construire une suite (z,),>1 a valeurs

=1
dans K vérifiant les contraintes de la premiére question. Soit a; € E. On a K ¢ B(ay,¢) donc il

existe 1 € K\ B(ay,¢) (’hypothése garantit la non-vacuité de K). On suppose avoir construit
T15--- T a valeurs dans K avec ||z; — z;|| > € pour (z j) €[1;n]?eti=#j. Par hypothése, on

aK¢ U B(z;,¢) donc il existe z,,41 € K~ U B(z;, €). Par construction, on a donc x,,; € K et
=1 =1

Vie[l;n] |lxi — 2y = €
La suite (z,),>1 ainsi construite est & valeurs dans K et vérifie les conditions de la premiére

question. Il s’agit donc d’une suite a valeurs dans K compact et sans sous-suite convergente, ce
qui est absurde. On conclut

p
Ve>0  FpeN 3(wy,...,x,) €E | Kc|JB(ae)

i=1

Exercice 14 (****)

Soit E un K-evn. Montrer que si la sphére unité S(0,1) est compacte, alors E est de dimension
finie.

Corrigé : Supposons E de dimension infinie. Soit xy vecteur normé. On construit par récurrence
une suite (z,), de vecteurs normeés vérifiant ||x,, — x,|| > 1 pour n # p. Supposons (zo, ..., ;)
construit et posons F = Vect (zg,...,z,). Comme E n’est pas de dimension finie, il existe
a € E~ F. D’aprés le résultat établi dans un autre exercice, on dispose de b € F tel que
d(a,F) = |ja — b||. On pose alors

oo T b
" a—b
Par ailleurs, on a VA z) e Kx E d(A\z,F) = |A|d(z, F)

Si A = 0 c¢’est trivial. Sinon, pour A # 0, on a pour y € F
Az = yll = [Al |z = y/All = [Ald(z, F)

d’ou d(A\z,F) > |A|d(z, F)
et d(z,F) = d(\z/\ F) > Wd()\x JF)
d’ou I'égalité. Par suite
1 1 d(a,F)
A1, F) = d(a—b,F) = I fla — b+ )] = o =
o la — 0] [la —bl| ve la — ]

puisque y — b+ y est une permutation de F. Ainsi, on a



Vk € [0;n] [Znt1 — zl| = d(zns1, F) =1

et par construction, le vecteur x,,1 est unitaire. Supposons que la suite (z,), ainsi construite

posséde une valeur d’adhérence. Alors, il existe ¢ extractrice telle x,) —— x. Puis, par
n—oo

inégalité triangulaire
1< chp(n-l-l) - xs@(n)H < “st(n-s-l) —zf| + ||z — xso(n)H = o(1)

ce qui est absurde. La suite (z,), ainsi construite est a valeurs dans S(0,1) et n’admet pas de
valeur d’adhérence. On conclut par contraposée

Si S(0, 1) est compacte, alors 'espace E est de dimension finie.

Remarque : Ce résultat s’intitule le théoréme de Riesz. La preuve vaut aussi pour B¢(0,1). On
en déduit que les compacts en dimension infinie sont d’intérieur vide. En effet, sinon on pourrait
trouver une boule ouverte incluse dans un compact et cette boule ouverte contiendrait une boule
fermée qui serait fermée dans un compact donc compacte ce qui est absurde dans un espace de
dimension infinie.



