ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°66

Exercice 1 (***)

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piéce donnant pile avec proba-
bilité p € ]0; 1] et face avec probabilité ¢ = 1 — p. On dit que la premiére série est de longueur
n > 1 si les n premiers lancers ont donné le méme coté et le n+ 1 I'autre co6té. La deuxiéme série
commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer
précédant un changement de coté. Pour k > 1, on note P, ’événement pile au k-iéme lancer Fy
face au k-iéme lancer et Ly et Lo les longueurs respectives des deux séries.

1. Déterminer la loi de L;.
2. Justifier que L; est d’espérance finie puis la calculer.
3. Déterminer la loi de Ls.
4. Justifier que Ly est d’espérance finie puis la calculer.

5. Les variables aléatoires L et Ly sont-elles indépendantes ?
Corrigé : 1. On a L;(2) C N* puis
Vk > 1 {Li =k} =P1...PpFraa UF; .. . FyPry

D’oil V=1 P(Ly=k)=pfqg+q-p

2. Les séries entiéres Y 2" et > na™ ont méme rayon de convergence égal a 1 ce qui prouve la
convergence (absolue) de > kP(L; = k). Par dérivation d’une série, on trouve

+00 1 oo
Vee]—-1;1] S(x):nz::omnzr et xS’(m):gOnx”:ﬁ
Ainsi E(L;) = L + 1
q D
3. On a Ly(2) C N* puis
Vn>1 {Lpy=n}= || {la=nLi =k}
keN*
= |_| (P PiFrs1 o FrgnPrgnin UF . FiPrga o Py Frgnga)
kEN*
+00
Ainsi Yn>1 Ply=n)=Y [p¢"p+q"p"q]
k=1
Dol Vn>1  P(Ly=n)=p¢" " +¢p" "

4. Par les mémes arguments que pour L, la variable aléatoire Ly est d’espérance finie et on
trouve

5. 0n a



P(L; =1,Ly =1) =P(L; = 1)P(Ly = 1) <= pgp + qpq = 2pq(p* + ¢*)

, o, 1 1 1
Srte=; <:>p(1—p)zzl = rp=;

1 1
Donc, pour p # 2 les variables aléatoires L; et Lo sont dépendantes. Supposons p = 3 Soit
(k,n) € (N*)2. On a

1 1 1

-+ =

P(Ly =k, Ly =n) = oktntl | 9k+ntl  gktn

1 1 1 1 1 1
et P(L1 = k) = okl T ok T ok P(Ly =n) = 52tn 1 T 9atn 1l on
Ainsi ‘v’(k,n) S (N*)Q ]P)(Ll = k’, LQ = TL) = ]P)(Ll = ]{?)P(Lg = n)

. o . . 1
On conclut Les variables Li,, sont indépendantes si et seulement si p = 3

Exercice 2 (***%*)

Soit (2,27, P) un espace probabilisé, (X,,), et X des variables aléatoires réelles discrétes telles
que

Ve>0 P(X,—X|>¢e) —0

n—oo

Pour z point de continuité de Fx : ¢ — P(X < ¢), montrer que
Fx, (z) — Fx(x)
Corrigé : Soit € > 0. On a
PX, <z)=PX, <z, |X, - X| <¢) +£P’(Xn <z, X, = X| > 5)1

~o(1)
Notons A,, = {|X,, — X| < ¢}. On a donc
Fx, (r) = P({X, < 2} 1 A,) + (1)
Puis {X, <2, X, = X|<e} c{X, <, X <X, +e} Cc{X <z +¢e}

d’on Fx,(z) < Fx(x +¢) +o(1)
Comme {|X,, — X| < e} C {X,, < X+ ¢}, on a également
X<zr—6X,—-X|<e}c{X<r—6X,<X+¢g X, - X| <e}
C{X, <z, X, —X]| <¢}

d’otr P{X<x—c}nA,) <PHX, <z}NnA,) =Fx,(x)+o0(1)

Enfin Fx(r—e) =P{X <z —c}NA,) +PU{X <z -} NA,)
—o(1)

d’ou Fx(x —e)+o(l) < Fx, () < Fx(z+¢) +0(1)

Soit 7 > 0. Par continuité de Fx en x, on peut choisir £ > 0 tel que

[Fx(z) = Fx(z —¢e)f<n et [Fx(z) - Fx(z+e)[ <n



Enfin, on choisit N suffisamment grand pour que les termes en o(1) soient bornés par n pour
n > N. Ainsi, on a trouvé N entier tel que

Vn=N  |Fx,(z) - Fx(z)] <2

Alinsi Pour z point de continuité de Fx, on a Fx, (z) —— Fx(x).

n—o0

Exercice 3 (****)

Soient (X,,), et X des variables aléatoires a valeurs dans N. On note
Vin, k) eN?  ppn=PX,=k) et pr=PX=k)
1. Définir la fonction génératrice Gx et justifier qu’elle est de classe € sur [0;1].
2. On suppose que p;, — pj pour tout k entier. Montrer que la suite de fonctions (Gx,),,
converge simplement n\;;(; Gx sur [0;1].
3. Etudier la réciproque.

Corrigé : 1. On définit la fonction génératrice de X notée Gy par

Ve [0:1]  Gx(t) = BEX) = S #B(X = n)

n=0

La série entiére définissant Gx a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 puisque 0 <
P(X = k) < 1 pour tout k entier. D’apreés le théoréme de dérivation des séries entiéres, on obtient

Gx € €([0;1[,R)

2. Soit t € [0;1[. On note uy, : n — P(X,, = k)tk. On a up(n) —— P(X = k)t* et |up(n)| < t*
n—oo

avec Y t* convergente. Ainsi, la série > _u;, converge normalement donc uniformément et d’aprés
le théoréme de double limite, on obtient
+00

+00
Tl 2 2 i (o)

Ainsi Gx, L, Gx sur [0;1]

n—o0

3. Supposons Gy, £, Gy sur [0;1]. On va utiliser un procédé diagonal sur la suite de suites
n—o0

((Pkn),),- Soit k entier. La suite (ppn)n est & valeurs dans [0;1]. Ainsi, on dispose de ¢
extractrice telle que

Prowm) ——— @ € [051]
puis de ¢, extractrice telle que
P2,p1092(n) m G2 € [0 ; 1]
et en itérant ce procédé, on dispose de ¢y tel que

Prpro.opp(n) ——— Gk € [0;1]

On pose Vn € N o(n)=pi1o...00,(n)

L’application ¢ est clairement une extractrice (injection de N — N strictement croissante). Pour
n =k, on a



o(n) =piro...or(Yr(n)) avec Yr(n) = @rp10...¢0n(n) —— +00

n—oo
Ainsi Vk e N Dkyp(n) — Gk
n—oo
+o0
On pose Vi e [0;1] G(t) = > qith
n=0

La fonction G est bien définie sur [0; 1] puisqu’'on 0 < ¢ < 1 pour tout k entier. D’aprés le
résultat de la deuxiéme question, on obtient

Gx., —25G sur [0;1]

() oo

Or, la suite de fonctions (wa(m) est extraite de la suite (Gx,, ), simplement convergente. Par
n
unicité de la limite pour la convergence simple, il s’ensuit G = Gy, autrement dit

+00o +00o
Vie[0;1]  Xatt = Y pit”
n=0 n=0
Par unicité du développement en série entiére, il vient

VEEN g =pk

Par récurrence forte sur k, on obtient que la suite bornée (py,), admet p, pour unique valeur
d’adhérence. L’initialisation pour &k = 1 est vraie puisque p; = ¢; avec ¢; une valeur d’adhérence
de (p1n)n. On suppose le résultat vrai jusqu'au rang k — 1. Les suite (p1,)n, -+ (Pk—1.)n SOt
bornées avec une unique valeur d’adhérence donc convergentes et on choisit comme extractrice
Y1 = ... = pr_1 = id et ¢ une extractrice quelconque telle que (pk,gplo...ocpk(n))n = (pk,wk(n))n
converge. L’hérédité suit et on conclut

Vk € N Pk — Dk
n—o00

Variante : Si on ne pense pas a la diagonale de Cantor, on peut encore aboutir au résultat
mais c’est technique. Supposons Gy, LSS Gx sur [0;1[. On va montrer qu’il y a en réalité
n—oo

convergence normale sur tout segment de [0;1[ pour (Gx,),, et ses dérivées. Soit a € ]0;1]. Les
fonctions Gy, et Gx sont continues. On peut alors considérer

Vn e N On = |Gx,, — Gxlloo,[05a]
Par continuité sur un segment, on a
Vn e N A, €[0;a] | 9, =|Gx,(tn) — Gx(tn)|
Par compacité de [0;a ], il existe  extractrice telle que t,) — t* € [0;a]. Puis, par inégalité
triangulaire

on < |Gx, (tn) — Gx,, ()] + |Gx,, (t*) — Gx(t*)JH' |Gx (t*) — Gx(tn)|

> (. >

vV vV VvV
—Qn =fn =Tn

Par convergence simple, on a 3, = o(1) et par continuité de Gx, on a v, = o(1). Puis, par
linéarité du symbole ¥, convergence absolue par convergence de > a* et inégalité triangulaire, il
vient

ay =

+00
Zpkm (tfz - t*k)
k=0

En commencant la somme a £ = 1 et avec l'identité de Bernoulli

k—1 A
th—tF = (t, — )t =tk — R <t — ¢ kab !

n

k=0

J=0



La série > ka®! converge (série entiére dérivée) et par suite
k=1

+00
<t — | Y ka*?
k=1
d’olt () = o(1) et par conséquent 0.,y = o(1). Puis, on a

+00 +00
VtG[O;l[ OSGXH(t)SZpkﬂ:l et Ong(t)<Zpk:1
k=0 k=0

d’ou Vn e N 0<d,<2

La suite (6,),, est donc a valeurs dans le compact [0;2]. Soit ¢ une extractrice telle que (dy))
converge. Le résultat précédemment établi sur (é,), vaut pour (5w(n))n~ Ainsi, il existe ¢ ex-
tractrice telle que dyoumy = 0(1). Il s’ensuit que dyp) = o(1) et zéro est donc l'unique valeur
d’adhérence de la suite (6,),,. Ainsi, on a J,, = o(1). On procéde ensuite par récurrence au rang

¢ pour établir 65 = o(1) avec 5 = ||G§fi - G§f)||oo,[0;a]. On suit un schéma de preuve analogue
et le seul terme délicat a controler est
0 _ | - k—t _ pxk—t XU+R)
O(n - pk,n tn - t - tn - t
S o] = S e
Toujours avec l'identité de Bernoulli, on obtient
+00 f +00 é 1 k
N A R e
k=0
(+ 14 k)
grace a la converge de la série Z%ak, série entiére dérivée a l'ordre ¢ + 1. L’hérédité
s’ensuit. On en déduit '
(k) (k)
x.(0) Gx'(0)
Vk e N AE— I
Et finalement Vk e N Dkn — Dk
n—oo

Exercice 4 (***)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé et Y une variable aléatoire réelle discréte centrée telle que
Y(w) C [a;b]. Montrer

VAeR InE(e?Y) < M
Corrigé : Soit Z=Y — QT—H). On trouve
v(Y) = v(z) < Bz < L
o NY
Soit A réel. On pose VA € & QA)=E (HAW)

On vérifie sans difficulté que Q définit une probabilité sur (£2, .27). Soit f : R — R telle que f(Y)
est d’espérance finie. Par transfert, il vient
P(Y=y) E(f(Y)e")
E Y)) = Y=y = Ay =

yEY(Q) YEY ()

3



Puis, d’aprés la relation de Kénig-Huygens
E(YZeMY) (1@:(\(@”))2

VQ(Y) = EQ(Y2) - EQ(Y)2 = ]E(e)‘Y) E(eAY)

On pose Vin,AD) eENxR  u,(\) =eP(Y = y,)
Les u, sont de classe €* avec k entier et
Vn e N u;k)()\) = yFervn
La fonction (A, y) — e est bornée sur le compact [a; 8] x [a;b] d’ou
N lun oo o) = OB(Y = ya)

ce qui prouve la convergence normale et donc uniforme de Zug ). Par dérivation d’une série de
fonction, il vient

ey = L ST by — ) = S gre m B(Y — y) — E(YreAY)
ANk TS, IR — =
Puis on trouve Vo(Y) = ¢"(\) avec ¢(\) =InE(e?Y)
2
En observant ¢(0) = ¢'(0) = 0 et avec Vg(Y) < (b 4@) , il vient par intégration
A A h— 2 bh— 2/\
0 0 4 4
by A(p 2 232
et ©(A) :/ ¢'(s) ds </ (b=a)"\ ds = (b=a)"\
0 0 4 8
2h _ )2
On conclut VA eR InE(e*Y) < M

Remarque : Il s’agit du résultat intermédiaire délicat pour établir I'inégalité de concentration
dite inégalité de Hoeffding

P (S, —E(S,) >¢) <exp (—n(bz—i)2>

n
avec Xy,...,X,, variables aléatoires discrétes a valeurs dans [a;b], S, = > X; et ¢ > 0.
i=1

Exercice 5 (***%*)

Soit (€2, <7, P) un espace probabilisé. Par commodité, on confond vecteur et matrice colonne. Soit
U= (Uy,...,U,) un vecteur aléatoire discret. Le vecteur U est d’espérance finie si les U; le sont
et on pose E(U) = (E(Uy),...,E(U,)). Le vecteur U est dans L? si les U;U; sont d’espérance
finie et on définit V(U) sa matrice de covariance par

V(U) =E [(U-E(U))(U-E(U))"]
On considére le modeéle de régression décrit par
Y=A0+¢

avec A € A, ,(R) telle que rg A = p, § € #,:(R) un paramétre inconnu et £ un vecteur
aléatoire discret dans L? avec E(g) = 0 et V(e) = 0?I,. La grandeur d’intérét dans ce modéle

6



est le paramétre #. On observe le vecteur Y et on cherche a estimer finement 6 & partir de
cette observation Y. On appelle estimateur sans biais de 6 une vecteur aléatoire T(Y) avec
T: M,1(R) — #,1(R) tel que T(Y) est d’espérance finie avec E(T(Y)) = 6.
1. Déterminer le vecteur aléatoire # qui minimise ||Y — AX||2 pour X € Mp1(R).
. Montrer que 0 est un estimateur sans biais de 6.

2
3. Soit § = LY avec L € My (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la
matrice L pour que 6 soit un estimateur sans biais de 6 et ce pour tout 6 € .#,1(R).

4. On suppose que la matrice L vérifie la condition précédemment établie. Etablir

~

V() — V(0) € .7 (R)

5. Conclure que E(||6 — 6]) = E(||6 — 0||?)

Corrigé : 1. L’ensemble {||Y — AX||%,X € #,1(R)} est une partie non vide minorée de R et
admet donc une borne inférieure finie. On a {AX,X € ., (R)} = Im A puis, par continuité et
croissance de u — u? sur R, il vient

2 2

xe/I//r;,f;(R) 1Y — AX|* = (Xe%ﬁ(ﬂ%) IY - AXH> B (Zellnan IY - ZH) = d(Y, Im A)*

Le sev Im A est de dimension finie et par caractérisation métrique du projeté orthogonal, on a
d(Y,Im A) = [[Y — pm a(Y)]

Comme pry, A(Y) € Im A, il existe 0 vecteur aléatoire dans Mp1(R) tel que pry a(Y) = Af ce

qui prouve que la borne inférieure considérée est effectivement un minimum. On a 'unicité de 0
car ’équation AX = pp, o(Y) admet une unique solution par injectivité de A puisque rg A = p.
D’apres la caractérisation géométrique du projeté orthogonal, il vient

VZ €Im A (Z,Y — pm a(Y)) =0
Cest-a-dire VX € M1 (R)  (AX,Y —Af) =0

autrement dit, pour tout X € .#,1(R), on trouve (AX)T (Y — Aé) = 0 ce qui s’interpréte, en
munissant .#),;(R) de sa structure euclidienne canonique

VX € M, (R) (X, ATY —ATAG) =0

d’otl ATY — ATAG =0

On a 'égalité rg ATA =rg A = p et comme ATA € #,(R), il en résulte que ATA € GL,(R) et
on conclut

= (ATA)TATY

2. Notons B = (ATA)~1AT. 1l vient
§ =BY = (ATA) 'ATAA + Be = 0 + Be

Le vecteur aléatoire ¢ est dans L? donc est d’espérance finie et Be également par combinaison
linéaire. Par linéarité de I’espérance, on obtient

E(Be) = BE(e) = 0

On conclut Le vecteur aléatoire 8 est un estimateur sans biais de 6.




3. La variable Y est d’espérance finie et 6 également par combinaison linéaire. On trouve par
linéarité de 'espérance

E(f) = E(LY) = E(LA + L&) = LAO + LE(g) = LAY
Le vecteur aléatoire 6 est un estimateur sans biais de 0 pour tout 0 € #,1(R) si et seulement si

V0 € M, (R)  LAO =0

Par conséquent |La condition nécessaire et suffisante attendue est LA = I,,.

4. On a =LY =L(A0+¢)=0+Le
puis (5— 9) (5— 9)T = (Le)(Le)T = Lee™ LT

Par combinaison linéaire, il s’ensuit que (5— 9) (5— 9>T est d’espérance finie ce qui prouve que
le vecteur 6 est dans L2. On remarque

BA = (ATA)T'ATA =1,
donc la matrice B vérifie la méme condition que la matrice L et comme pour 5, le vecteur @ est

dans L2. On trouve par linéarité de 1’espérance

V) =E[(f-0+0-6)(0-0+0- H)T}

~E[(=0)(1-7)"] 2 [(7-7) G-)"] +E[(0-9) (7-0)"] +E[0~9) =0)'

(. /

v~

V(6—6) V(

—

puis  E[(9-0) (6 Q)T} —E[(0+Le—0-Be) (0 +Be—0)"]
— (L — B)E(cc")BT = o*(L — B)BT = 02(LB" — BB")

Ona LBT =LA(ATA)"! = (ATA)"! et BBT = (ATA)LATA(ATA) " = (ATA) L

Par conséquent E [(5— 5) (é\— H)T} =0
et par transposition E [(5— 0) (5— g)T} =
Finalement V() = V(0 — 6) + V()

Enfin, par linéarité de ’espérance, on a
VX € M (R) XV -0X =E (XT(0-0)(0—0)"X) =V (X"(0-0) >0
R
(S

On conclut (N) V(o ) S(R)

5. On note (E;)1<j<, la base canonique de ., (R). On a

1701 =3 (5~ 6,)" = SEFE-0)@ - )",

Jj=

Par linéarité de 'espérance, il vient



E(|16 - 0]%) = éE}V@Ej

En procédant de méme avec 5, on obtient

E(| - 0]1%) — B(Jd - o)) = o

ET (V(6) - V(0))E; >0

7j=1

On conclut E(| — 6]%) > E(]|§ — 6]]?)

Remarque : On a démontré le théoréme de Gauss-Markov : dans un modéle de régression linéaire
avec des erreurs centrées de méme variance, l'estimateur des moindres carrés 6 est d’erreur
quadratique minimale parmi les estimateurs sans biais de 6.



