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Feuille d’exercices n°64

Exercice 1 (*)

Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé et X variable aléatoire de loi Z2(\) avec A > 0. Justifier que

admet une espérance finie puis la calculer.
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Exercice 2 (*)

Soit, (2, <7, P) un espace probabilisé et Xy, ..., X, des variables aléatoires dans L?. On note la

matrice des covariances ¥ = (Cov(X;, Xj))1<i,j<n' Montrer

Y e S HR)

Exercice 3 (*)

Soit (2, &7, IP) espace probabilisé et X, ..., X,, variables aléatoires indépendantes avec X; ~ Z(\;)

n
et les \; > 0. Déterminer, de deux maniéres différentes, la loi de > X;.
i=1

Exercice 4 (*)

Soit f : R — R convexe dérivable, (€2, o7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
réelle telle que X et f(X) sont dans L'. Montrer

FEX)) <E(f(X))

Exercice 5 (**)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé et X, Y des variables aléatoires indépendantes de loi géomé-
trique de paramétres respectifs p et ¢ dans |0;1[. On note A la matrice aléatoire réelle définie

par
(X(w) 1 >
Vw € Q2 Alw) = < 0 Y(w)
Déterminer P(A diagonalisable)

Exercice 6 (**)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi géométrique de paramétre p € [0;1[ et Y,, = min(Xy,...,X,) pour tout n entier non
nul.

1. Déterminer P(Y,, > k) pour tout (n,k) € N* x N.

2. En déduire que pour n entier non nul, la variable aléatoire Y,, suit une loi usuelle dont
on précisera le paramétre.



Exercice 7 (**)

Soit X variable aléatoire de L2, a valeurs dans N et telle que E(X?) # 0.

1. Etablir P(X # 0) < E(X)

2. Etablir P(X=0) <

Exercice 8 (**)

Soit (2,27, P) un espace probabilisé et <Xm‘)1<ij<n
dépendantes d’espérance finie égale & . On pose

Yw S Q M(w) = (Xi7j(w))1<i7j<n S %R(R)

des variables aléatoires réelles discrétes in-

Soit A réel. Justifier que yp(A) est une variable aléatoire réelle discréte d’espérance finie puis
calculer E(xm(A))-

Exercice 9 (**)

Soit (€2, &7, P) espace probabilisé, n un entier non nul et (X;);<;<, des variables aléatoires indé-
pendantes de loi de Poisson de parameétre § > 0. Pour i € [1; n], on pose Y; = 1x,—} puis on
note

n 1
i=1 Ni=1
1. Préciser la loi des Y; puis déterminer E(U,,) et V(U,).
. 1
2. Etabli VU, < —
ablir (Un) ym

3. On définit ¢ sur N par
VieN  ¢(j) =P(Xy=0[S, =)
Déterminer une expression de ¢(j) pour j € N.

4. On pose V,, = ¢ (S,,). Montrer que V,, € L2,
5. Déterminer E(V,,) et Comparer V(V,,) & V(U,).

Exercice 10 (**)

Soit (2,47, P) un espace probabilisé et (g;)r>1 une suite de variables aléatoires dans L? avec
E(e) = 0 et V(ex) = 0 pour k entier non nul.

1. Les variables (ex)r>1 ne sont pas forcément indépendantes mais vérifient ¢; L ¢; si
|i — j| > 1 avec i, j entiers non nuls. Etablir

1n
Ve >0 P(—Z&‘iZ&‘)—)O
n;=1

n—oo

2. Généraliser ce résultat si les variables (g4 )x>1 vérifient €; L ¢; si |i — j| > k avec k entier
et 7, 7 entiers non nuls



