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Préparation à l'interrogation n°17

1 Étude asymptotique

1. Développement limité à l'ordre 2 en zéro de cosx ;

2. Développement limité à l'ordre 3 en zéro de
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;

3. Développement asymptotique à 3 termes de
√
1 + n =

√
n

…
1 +

1

n
= . . .

4. ch

Å
t√
n

ãn
= e

n ln
(
1+ t2

2n
+o( 1

n)
)
= e

t2

2
+o(1) −−−→

n→∞
e

t2

2

2 Trigonométrie

1. cos(p)−cos(q) = −2 sin
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2. sin(p)−sin(q) = 2 sin
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) 3. cos(t)2 =
1 + cos(2t)

2

4. sin(t)2 =
1− cos(2t)
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3 Calcul intégral

1.
∫ xdt

tα
avec α ̸= 1 ; 2.

∫ x dt

1− t2
; 3.

∫ x dt

a2 + t2
avec a ̸= 0 ;

4 Exercice type

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
même loi à valeurs dans N et N une variable aléatoire indépendante des Xn à valeurs dans N.

On pose ∀ω ∈ Ω SN(ω) =
N(ω)∑
k=1

Xk(ω)

Montrer que SN est une variable aléatoire discrète puis établir l'égalité GSN = GN ◦GX1 .

Corrigé : Voir cours pour le caractère variable aléatoire. On a clairement SN(Ω) ⊂ N. Soit
t ∈ [ 0 ; 1 ]. Par transfert puis probabilités totales avec le système complet ({N = n})n∈N et
indépendances des Xk avec N, il vient
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D'après le théorème de Fubini pour des familles à termes positifs et indépendance des Xk, on
obtient

GSN(t) =
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n=0

Ç
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nP(N = n)

D'où GSN = GN ◦GX1
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5 Inégalités de convexité/concavité

1. ∀t > −1 ln(1 + t) ⩽ t ;

2. ∀t ∈ R 1 + t ⩽ e t ;

3. ∀u ⩾ −1 (1 + u)α ⩾ 1 + αu avec α ⩾ 1 ;

4. ∀u ⩾ 0 1− uα ⩽ α(1− u) avec α ⩾ 1.

6 Exercice type

Soient p, q dans C 0(I,R) avec I intervalle non vide de R et

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0 (H)

Montrer qu'une solution non nulle de (H) admet un nombre �ni de zéros sur tout segment de I.

Corrigé : Soit y solution non nulle de (H) et [ a ; b ] ⊂ I. Supposons qu'il existe une suite (αn)n
d'éléments deux à deux distincts de [ a ; b ] qui soient des zéros de y. D'après le théorème de
Bolzano-Weierstrass, il existe une extractrice φ telle que αφ(n) −−−→

n→∞
α ∈ [ a ; b ]. Par continuité,

on a

0 = y(αφ(n)) −−−→
n→∞

y(α) = 0

Quitte à ré-extraire, on suppose αφ(n) ̸= α pour n entier. Par dérivabilité en α, il vient

0 =
y(αφ(n))− y(α)

αφ(n) − α
−−−→
n→∞

y′(α)

La fonction y est donc solution du problème de Cauchy®
y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0

y(α) = y′(α) = 0

Comme la fonction nulle en est solution, il s'ensuit que y est nulle d'après l'unicité du théorème
de Cauchy linéaire, ce qui est contradictoire. On conclut

Une solution non nulle de (H) admet un nombre �ni de zéros sur tout segment de I.

7 Questions de cours

Équations di�érentielles, développements en série entière usuels, graphes usuels.
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