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Probléme 1

1.Soitn > 1. On a

”ka) n o1 1
0 <Y, (w) = <Y —=1-—x<1
Vw € 0 (w) kZ::l o ;;12’“ o
D’ou vn>1 P(Y,€[0;1])=1

2. Soit n > 1. La variable Y,, est d’espérance finie comme somme finie de variables aléatoires
d’espérance finie et par linéarité

n Xk> nEB(Xy) 1 ol
>1 EY,)=E(>X2%)= _ !
" o) <kzlzk oo 2tk

1
Par suite E(Y, — =

n—oo 2

3. Soit (m,n) € (N*)*. On peut supposer quitte & échanger les roles que m < n. On a

no X
Y, =Y +Zpn, avec Zpn,= Y, 2—:
k=m+1

Les variables Y,, et Z,, ,, sont indépendantes comme fonctions de variables indépendantes et par
suite
Cov(Yn, Ym) = Cov(Yn + Zmn, Ym) = Cov(Yo, Yi) + Cov(Zmn, Yim) = V(Y,,)

N—————
=0

La variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes admettant des moments d’ordre
2 est simplement la somme des variances d’ou
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1 1
On conclut V(m, n) c (N*)2 COV(YnaY ) 12 (1 - Amin(m n))

En particulier, on en déduit que les variables (Y,,),>1 ne sont pas indépendantes.

Probléme 11

1. La variable X; est finie donc d’espérance finie et on trouve

1 2N 2N(2N+1)

Sk="2"TJ N

E(X;) =
(X1) IN+1/7 202N +1)

2. On a m = N et par croissance stricte de u — e¢®™ pour t > 0, on a



WV

Vit >0 {Sn ?me} = {Sn —nN > %} = {et(S“*”N) > e

(Sn—nN

3. D’aprés l'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire positive e’ ) finie donc

d’espérance finie, il vient

3nm tNn tnN
_ Sn—nN L —inx Sn—nN
]P’(SH>T>—]P’(et( )2e2><e > x E (el )
Puis, par indépendance des X;
E (¢!Sh—mN) = (ﬁ et(Xi—N)) _[[E (et
i=1 i=1

Par transfert

o~ o—tN . o—tN 1 — e @N+1)t
E (e!®=N) = L+et4 .. +e?N| =
() = oy e+ e = o
Avec une factorisation de type « angle moitié », on obtient
—tN (N+1/2)t
E (et(Xi—N)) _ e L © y sh (N +1/2)t) _ 1 y sh (N +1/2)t)
2N +1 et/ sh (t/2) 2N + 1 sh (t/2)
3nm Nt sh (N +1/2)t)
vt >0 P(Sn>—)< ne(t) t)=——+1 ( —In(2N +1
) e avee pft) = —— N n(@N + 1)

sh (N +1/2)t)
sh (t/2)
développement limité a ’ordre 1 donne
(sh ((N+1/2)t)
sh (t/2)

4. La fonction t est paire comme quotient de deux fonctions impaires et son

> = (2N+1) +o(?)
t—0
Par suite

o(t) = —% +In(2N+1)+o0(t) —In(2N+1) et In((2N+1)+o(t)) =In(2N + 1) + o(t)

Nt
Ainsi o(t) STt o(t)

5. D’aprés I’équivalent précédemment obtenu, la fonction ¢ prend des valeurs négatives au voi-
sinage de zéro. On dispose donc de t, > 0 tel que ¢(ty) < 0 et, avec le choix r = e#() on
conclut

3nm

r

N

" oavec re]0;1]

Probléme II1

1. On note X; le déplacement du pion a Uinstant i. La suite (X;);>; est constituée de variables
n

Lid.avec P(X; =1) =p, P(X; = —1)=1—petonasS, = > X; pour tout n entier. Les variables
i=1

i LIRS PB(n,p). Ainsi

sont i.i.d. de loi A(p) d’'ou U,, = >

=1

Vke[0;n]  P(S,=2k—n)=P(U,=k) = (I)p*1 —p)"*




Remarque : En particulier, on observe que S,(2) ={k € [—-n;n] | k+n € 2N}.

2. On observe {T=n}={S,=0}nN h {Sk # 0}

En particulier, pour n entier, on a {T = 2n + 1} C {Ss,4+1 = 0} qui est impossible. Puis, pour n
entier non nul, il vient en considérant le premier retour a l'origine en 2k avec k € [0; n]

{Szn—O}—{S2n—0}ﬂU{T—k}-{SZn_O}ﬂU{T_%}

n 2n 2n
=|_|{T=2k,s%+ >t X } |_|{T—2k}m{ S X —o}
k=1 i=2k+1 1=2k+1

2n
Les événements {T = 2k} et { > X = O} sont indépendants et il vient
=241

n 2n n
P(Sy, =0) = S_P(T = 2k)P ( S X = ) ZIP’( 2k)P(Son—r) = 0) = ZC]%pz (n—k)
k=1 i=2k+1 =1
Ainsi Vn € N* Pan = ) G2kD2(n—k)
k=0

3. Immeédiat.

4. On considére u : t — sznt" etv:t— Zq%t dont le rayon de convergence est > 1. On a
n=0 n=0
avec la complétion gy = 0

eIt ut) =+ Spnt’ =1+ 3 (S qupon)

n=1 k=0
Par produit de Cauchy de séries entiéres, il vient

Vie]—1;1] ()—1+<Zq2n )(ipgnt")zwuu)v(t)

Il s’ensuit Vie]|—1;1] u(t?) =1+ u(t*)v(t?)

Cest-a-dire Vie]|—-1;1] ft) =1+ f(t)g(t)

5. En complétant les produits a la Wallis, il vient
oo (=) (= —1). . (=t -n+1

IS ICIC I BHE EVES)

n=1 n'

201 x3x...(2n—1)

=1+

n=1 2nn!

1

+00 9 l’n
=1+ G5

n=1 4n
6. Soit t €] —1;1[. On a

400

f(t) = iipntn - f;p%tzn = 3 () (p(1 - p)2)"

n=0
On adp(l—p) €[0;1] don 4t*p(1 —p) € [0;1[ pour t € | —1;1][ et on conclut



1
V1 —4t2p(1 —p)

La fonction f croit sur [0; 1 [ comme somme (infinie) de fonctions croissantes d’ou f(t) > f(0) =
1>0pourte[0;1]puis

viel-1;1[ () =

W0 glt)=1— 5 = 1=V I= TP =)

En procédant comme & la question 5, on trouve

Vte[—-1:1] \/1—15:1—%0(2”—”)15"

= (2n — 1)4n

d’ou Vtel0;1] g(t)—:ij(zi%

Par unicité du développement en série entiére, on conclut

Chp (L=p)"  pan
(2n—1)  2n—1

pn(l _ p)nth

Vn € N* Qon =




