ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°61

Exercice 1 (**)

Soit (€2, &7, IP) un espace probabilisé et X variable aléatoire réelle discréte telle que X(Q2) C [a;b].

. 2
1. Etablir V(X) < (b 5 a)

2. Cette inégalité est-elle optimale ?

Corrigé : 1. La variable X est bornée et par conséquent X? également ce qui assure que celle-ci
est d’espérance finie. Puis, il vient

2 2 N2
V(X) = V X_a+b <E X_a+b ot X_a+b < b—a
2 2 2 2

o b—a)?
Ainsi V(X) < 5

Il s’agit de l'inégalité de Popowvicius.

2. Avec X~ U apy, 00 a V(X) = E[(X - E(X))’] = E (b ; a)

b—a)?
Ainsi L’inégalité obtenue est optimale puisqu’on a V(X) = ( 5 ) .

Remarque : L’inégalité de Bathia-Davis améliore I'inégalité de Popovicius mais le majorant
fait intervenir E(X).

Exercice 2 (*%*)

Soit E préhilbertien réel et (uq,...,u,) € E". On suppose qu’il existe C > 0 tel que

V(er,...,en) € {—1,1}" 1> erur]] < C
=1

n
Montrer S]] < C?
k=1

Corrigé : Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé et X;,...,X,, des variables indépendantes de loi
de Rademacher donc en particulier finies. On a

n
E(] 32 Xpux]?) < €
k=1
et par linéarité de ’espérance

E(II};XMCIIQ):;HUJI”? 2. <ui,uj>E(Xin)=;Huill2

1<i<j<n

n
Ainsi S lugl* < C?
k=1

Remarque : On peut faire sans probabilités, par récurrence, mais ¢’est beaucoup moins joli.
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Exercice 3 (**)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle finie. On pose
VteR  Lx(t) = E(e™)

Montrer que Ly caractérise la loi de X.

Corrigé : Notons X(Q2) = {z1,...,2,}. Par transfert, on a

VieR  Ly(t) = S et P(X = )
k=1

Par dérivation Vit,p) eRxN  LP(t) = S aPP(X = zy)
k=1
1 1
Lx (0 _
x(0) . . P(X = 1)
D’ou : = . . :
n—1 : :
LY (0) gt e ) \PX =)

On a une matrice de Vandermonde inversible d’ott la caractérisation de (P(X = z)),cx(q) €t on
conclut

’La fonction Lx caractérise la loi de X.‘

Remarque : On appelle Lx la transformée de Laplace de la variable aléatoire X. Le résultat
ci-avant vaut encore pour X variable aléatoire discréte positive mais c’est une autre affaire ...

n—1
Variante : Soit P = Y a,;X* € R,,_;[X]. Il vient
j=0
n—1 n—1 n ) n
S alx(j) = 3y 325 P(X = ai) = 30 P(e™B(X = 1)
=0 j=0 k=1

k=1

Les e® sont distincts par injectivité de I'exponentielle et en choisissant pour P les polyndomes
de Lagrange associés aux e®*, on peut isoler P(X = z;) dans la somme ce qui prouve que la loi
de X est caractérisée par L.

Exercice 4 (**)
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi B(p) avec p € [0;1].
1. Rappeler la loi de S, = > X;.
=1

2. Pour 0 < m < n, déterminer la loi conditionnelle Pg, |5, avec £ € [0; n].

Corrigé : 1. La variable aléatoire S,, est somme de variables indépendantes de loi de Bernoulli
de méme paramétre et par conséquent

P(S,, = k,S, = ()
P(S, = 0)

2. On a VE e [0;m] P(S,, =k|S,=1¢) =

Notons T,,,, = > X;. Ona T,,, ~Z%(n —m,p) indépendant de S,, puis
1=m-+1



P(Sy, = k,Sp =€) = P(Sp, = k, S + Ty = {)
= P(Sp =k, T =L — k) =P(Sp, = k) X P(Tpp = £ — k)
On a Vk>0  P(Sm=kS,=0)=0

()P (L = p)m R () pt (L — pyr R

et Vk e [0; ] P(Sy = k[S, =10) = (' —p)t

l

Cette loi est appelée loi hypergéométrique. On en déduit en particulier la formule de Vandermonde

SR, = kS, =0 =1 = () = ()

Exercice 5 (**)

Soit (€2, o7, P) espace probabilisé et X, ..., X, variables aléatoires indépendantes de loi %;_1 ;.

1
1. Montrer  ¥(t,) €]0;+00[? P <—EX¢ > €> <e ™ ch™t
ni=1

2
2. Pour t > 0, comparer e et ch t.

1xr 2
3. En déduire Ve>0 P <—ZX,~ > 5) Le /2
N4i=1

Corrigé : 1. Soit t,e > 0. Par croissance stricte de u +— e, on a

1 n n n
{—ZXZ- > 5} = {Z:XZ > ns} = {exp <tZXZ—> > etm}
Ni=1 i=1 i=1
D’aprés I'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire finie positive exp (tZXZ), il vient
i=1

1 n n
P (‘in > 5> <e ™K (exp (tZXJ)
ni=1 -

=1

Of (oo(i50) -=(17)

et par indépendance puis égalité en loi des X;, il vient

£ (fler) - f1E6%) - (e

Par transfert E(e®™) =eP(X; =1)+ e 'P(X; =—1) =ch ¢

2 1z ¢ n
On conclut V(t,e) € ]0;+00 ] Pl=>X;>¢e) <e™ch"t

ni=1
2. D’aprés les développements en série entiére usuels, on a
v R L +oo 21 2 +oo ¢2n
t e t= — et 2 =
¢ 7;0(271)! s n=02"n!
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Une récurrence immeédiate permet de prouver que 2"n! < (2n)! pour tout n entier d’ou

2

Vte R cht<e?

Variante : On peut éviter une récurrence avec

2n n n n

@n)l = [T k= [](2k) x [ (2k — 1) = 2°n! [] (2k — 1)

k=1 k=1 k=1 k=1

n

2
ZX’i 2 E) < eftneJrn%

=1

3. Soient t,e > 0. On obtient P <

S|

En choisissant t = ¢, il vient

1 n
Ve >0 IP’(—EXZ-25> < e me?/2
n;=1

Remarque : Le choix t = ¢ est optimal sur la derniére égalité puisqu’il s’agit de la valeur de ¢
qui minimise le trindbme dans ’exponentielle.

Exercice 6 (*)
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi #(1/2). On note S,, = >_X;
i=1

2n
pour n entier non nul. Déterminer lim P <Sn > —)

n—+oo 3
. 2n n_n S, 1 1}
@ nZ o (=15 2 =% — =2z
Corrigé : On a {S 3 } {S 5 6} - { - 2’ 5
D’ou P(Sn>2_n><[p><%_l>l>
3 n 2 6

D’apres la loi faible des grands nombres, on a

p(|2 5|2 0) =20

. 2n
Par comparaison P (Sn > ?> — 0
n—oo

Exercice 7 (**)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

méme loi uniforme sur [1; N] et f € €'([1;N],R). On note S,, = >_X; pour n entier non nul.
i=1

1. Pour X € L?, comparer E(X)? et E(X?).
Sn

2. Montrer E (f (—)) — f(E(Xy))
n n—00

Corrigé : 1. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux variables aléatoires X et 1
(constante), il vient

E(X)? = E(X x 1)? < E(X?) x E(12) = E(X?)




Remarque : On peut aussi invoquer la relation de Konig-Huygens et la positivité de V(X) :
V(X) =E(X?) —E(X)?>0

2. Les variables X; et S,, sont finies donc dans L2 Notons m = E(X;). La fonction f est de classe
¢! sur le segment [1;N] donc C-lipschitzienne avec C > 0 d’aprés I'inégalité des accroissements

finis. Puis
(&) -sin]) ccrxr(Bnlf cocn[(E )

S
Comme E (—n> = m, on remarque que

n
2
e (Bn)]=v(3)
n n
Par indépendance des U, il vient

V(%) =v (5350 = S5 v = o)

i=1

Sn
— —m
n

D’apres I'inégalité triangulaire, on a

el () - se]| <2 (s () - sem))

v e (UNLR) B |F(2)] — B(rm) = fom)

et par encadrement

Exercice 8 (**)

Soient Xj, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi %(p) et N une variable
aléatoire indépendante des X; avec N ~ Z(n,p) ou n est un entier non nul et p € [0;1[. On

N
note Y = > X.
i=1

1. Justifier que Y est une variable aléatoire réelle discréte.
2. Déterminer la loi de Y a 'aide de fonctions génératrices mais sans recours aux familles

n
sommables. On pourra utiliser la variable aléatoire ) 1 n—j}.
7=0
3. Retrouver le résultat précédent sans utiliser les fonctions génératrices.

Corrigé : 1. On a
N m
Y =>X;=f(Xyq,...,X,,N) avec f(z1,...,2,,m)=>
~ i=1

=

Ainsi, on a Y fonction de variables aléatoires discrétes et par conséquent

’L’application Y est une variable aléatoire réelle discréte.‘

2. Soit t € [0;1]. On a

n

Gn(t) = E(tY) = étkP(N =k) = j;ot'“ ()P =p)» =32 () (tp)* (1 — p)"~*

k=0

D’ou Gn(t)

(tp+1—p)"
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Avec le systéme complet ({N = j}) on trouve

JE[0;n ]

ot1-w-8 (1) (Sm2)] - S () s

Par indépendance des X; avec N puis indépendance des X; entre elles, il vient

Gy(t) Z:IO]E < [l ) E(1{x=5)
z( E( ) N =j) = §G§;1<t>P<N=j>

D’ou ’GY = GN 9} le

| |
.

||
zn

Remarque : La preuve utilise un argument assez fin. Une variante plus naive serait :
Par transfert, on a pour t réel

Cy(t) = E(Y) = S HP(Y = k)

En considérant le systéme complet ({N = j})
totales pour k € [0; n]

P(Y = k) — iP(iXi:k,N:j) _ ip (Zj:Xi:k:,N:j)

j=0 \i=1 i=1

je[0;n]’ il vient d’apres la formule des probabilités

et par indépendance des X; avec N
n J
P(Y=Fk)= P (ZXZ- = k) P(N = j)
j=0 \i=1
J
On remarque que P(> X; = k) = 0 pour j < k d’ou
i=1

Gy(t) = St <iP<iXi — k)P(N =j>) — T BN = B(EX, = k)it

k=0 j=k =1 0<k<j<n i=1

J
En changeant I'ordre de sommation, notant Z; = > X, on obtient
i=1

Gy (1) = %P(N ) ( Zth’(ZX = k)) = é@(N = )G, (1) = ém = )G, (1))

D’ou ’GY = GN o le
Pour t € [0;1], il vient
Gy(t) =Gn(tz+1—2z)=[(tp+1—p)p+1—p" = (tp* +1—p*)"

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on conclut

La variable aléatoire Y suit la loi binomiale %(n, p?).

3. Soit k € Y(Q2) C [0; n]. D’aprés la formule des probabilités totales sur le systéme complet
({N'=3}),c10,n] Puis indépendance des X; avec N, il vient



P(Y = k) = (f}Xi:k,sz)

=1

(iXi:k,N:j) > (ZX_k> P(N = j)

J
On sait que ZX AB(j,p) don P (ZX = kz) = 0si j < k. Par suite, on a
i=1

(ZX—k> P(N = j)

Dr =P (= = 1= () ()

P
=0
P
=0

M:

P(Y = k) =

J

Il

k

j
Avec le changement d’indice ¢ = j — k, on obtient

BV =) = 01— () (2

n—k n! . n!

n—=k
— 2k(1 — p\n—Fk ﬂfk V4
DY gy Tl oy A P A
On identifie alors un binoéme et il vient

P(Y =k) = (})p?*(1 —p)" * (1 +p)" = (Np* [(1 - p)(L+p)]" "

n—Fk

=p*(1—p)

On conclut Y suit la loi binomiale %(n, p?).

Exercice 9 (**)

Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé et (ex)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme sur {—1,1}.

k
1. Montrer Ve >0 < ( ) sin <%)‘ > 5) — 0
n n—oo
. ) n k
2. Etablir Z sin (—) —/
E—1 n2 n—00

avec £ un réel & préciser.

3. En déduire Ve >0 <

k¢
n () -2 e) e

n n n—00
Corrigé : 1. Les ¢, sont finies donc dans L2. Par linéarité de 'espérance, on a

o on(5) () - Fom (&) o (2

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Bienaymé—TChebycheff, il vient pour € > 0 par indépendance des ¢,
. (€ 1z k € 1 1
( <n> (f)' > ) S gk o8 (ﬁ) E(sin® (7)) < nsin’ <n> w i O

On conclut Ve >0 P <

2. D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange, on a



n k k n k k n_ k2 1

ot ,;1 S 2 n? k;l S 2 n? ,;2714 2n
n k 1
Ainsi ) <_> 1
insi kz::lsm e m) 5

3. Soit € > 0. On a

oo k €k 1 L k L €k k
kz::lsm <ﬁ + E) = cos (5> kz::lsm <¥> + kZ::lsm (ﬁ) coS <ﬁ>

d’ou, pour € > 0
noo. ke 1 1 ) k € noo. /€ k
{,231“(ﬁ+—)‘5 ><f {<5>Z<n—>'>§}”{z(z)<n—>'>

n
D’aprés les résultats des questions précédentes, on conclut

" K 1
Zsin<ﬁ+€—k>——’>€>—>0
k=1

Ve >0 IP’(

n 2

Exercice 10 (**)

Une urne contient n billes numérotées de 1 & n. On saisit une poignée de billes et on note X
la somme des numéros des billes. En supposant que toutes les poignées sont équiprobables, que
vaut E(X) 7

Corrigé : Soit U~ %p([1,,) et X = > z. On peut écrire
zeU

X = Z Elgeu
k=1

Par suite E(X) = > kP(k € U)
k=1
Card P([1; n]~{k}) 21 1
t k 1; P(k = = = —
¢ vkellin] (keU) Card P([1; n]) AL 2
n ok 1
On conclut EX)=> -= n(n+1)
=12 4
Variante : On peut aussi considérer (Xy,...,X,) des variables i.i.d de loi #(1/2) avec le for-

malisme suivant : X; vaut 1 si ¢ pioché et 0 sinon. On a
U= {Z € [[1; n]] | X; = 1}N%'p([[1;n]])

puisque VA e P([1;n]) ]P’(UzA)z]P’(ﬂ {Xizl}ﬂﬂ{Xi:0}> :2%

€A icA
Puis X = kak’
k=1
. 1
et on retrouve E(X) — ZkE(Xk) _ n(n;— )
k=1



