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Feuille d’exercices n°62

Exercice 1 (**)

Soit (€2, 27, P) un espace probabilisé, (¢,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur {—1,1}. On pose

Vn € N* Z

wlw

Pour X variable aléatoire avec X(2) fini, on note

VteR  Ox(t) =E (")

sin(t) . 40
On définit également, VteR sinc () = t .
1 sinon

1. Déterminer une expression de ®x, (t) sous forme de produit pour tout n entier non nul
et t réel.

t
2. Pour n entier non nul et ¢ réel, en considérant sin <2 > Oy, (t), déterminer la limite simple

de la suite de fonctions (Px,, ),

3. Etudier la continuité de lim ®x, .
n—-+o0o

4. Justifier que X,, et —X,, ont méme loi pour tout n € N*.

5. En déduire la limite simple de la suite de fonctions (¢,,), -, définies par

n>1
R— R
Vn € N* Pn:
t — E(cos(tX,,))
6. La suite de fonctions (¢,),-, converge-t-elle uniformément ?

Corrigé : 1. Soit n > 1 et t réel. Par indépendance puis transfert, on trouve

e =5 (1) = fie () - fi (5

k=1
n t
D’oul Vn > 1 VteR Oy, (t) = [ cos <?>
k=1
: : , . . o sin(26)
2. Soit n entier non nul et ¢ réel. Avec la relation de trigonométrie sin(é) cos(d) = 5 on
obtient

b () o (4) o (&) i () - 2o 0 (5

Il s’agit donc d’une suite geometrlque et par conséquent

i t 1 N 1 ty . [t sin(t
() g () - oo (o (£) -




sin(t) sin(t)

t n—oo t
2n | ( on >
Sin 2n

Le calcul de ®x,(0) est immédiat et sit # 0, on a t ¢ 2"7Z pour n assez grand d’ou

Pour t ¢ 2"7Z, il vient Oy, (1) =

Vi e R O, (1) — sinc (¢)
n—oo

3. La fonction sinc est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dénomi-

nateur ne s’annule pas. Puis sinx ~ x d’ou sinc £ —— 1 = sinc 0 donc
z—0 z—0

| La fonction sinc_est continue sur R.]

+00 "
Remarque : On peut aussi citer le développement en série entiére sinc x = > m pour
n=0\4M .

tout = réel ce qui prouve le caractére ¢ de sinc.

4. Soit n > 1et z € X,(R2). On a
P(X,=x) = > Ple; = ay,...,en = ap)

(ak)ke[[l;nl]e{flvl}n ‘ 2221 %:x

= 2.

(ak)kG[[l;n]]e{flvl} ‘ Zk 127_

P(X, =x) = >

(ak)ke[[l;n]]e{_lvl}n ‘ ZZ:l C;—;s:.z‘

P(Z—:k = O./k)

P(—&Tk = Oék> = P(—Xn = l’)

ol ??‘
o T

d’aprés I'indépendance des ¢ et ’égalité en loi de g5 et —e pour tout k£ > 1. Ainsi

’Pour tout n > 1, les variables X,, et —X,, ont méme loi. ‘

Variante : Pour ¢ € [0;1], il vient par indépendances des e,
GXn(t) =K <H tEk/2k> — H E (tEk/Qk) H ]E( 5k/2k> = . .. = G—Xn(t)
k=1 k=1
5. Avec l'identité d’Euler puis I’égalité en loi précédemment obtenue, il vient
itX,, —itX,,
Vn > 1 VteR E(cos(tX,)) = E (%)
1

= LB () 1B ()] =B (o) = oy, (0

On conclut VteR E (cos(tX,,)) — sinc (¥)

n—oo

Variante : On peut aussi observer pour t réel
®x, (t) = Re E (e™') = E (Re e*") = E(cos(tX,,))

6. On pose t, = 2" pour n entier. On a

Vn >1 on(ty) = ﬁ cos (2"Fr) = cos(m) = —1

k=1
. _ sin(t,,)
Par suite Vn >1 |on(tn) — sinc (t,)| =1+ —1
tn n—00
Ainsi La suite (¢,),>1 ne converge pas uniformément vers sinc.




Exercice 2 (***)

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé. Montrer
V(A,B) € & IP(A)P(B) —P(ANB)| <

SN,

puis préciser le cas d’égalité.
Corrigé : Soit (A, B) € &2 Avec le systéme complet {B, B}, on obtient
P(A)P(B) —P(ANB) = [P(ANB) + P(ANB)]| P(B) - P(ANB)
=P(ANB)[PB) - 1]+ P(ANB)PB)
P(A)P(B) —P(ANB) = P(ANB)P(B) — P(B)P(A N B)

Dot P(A)P(B) — P(A N B) < P(A N B)P(B) < P(B)P(B) = (1 — P(B))P(B) < i
et P(A)P(B) — P(ANB) > —P(B)P(ANB) > —P(B)P(B) = —(1 — P(B))P(B) > —i
Ainsi V(A,B) e @#?  |P(A)P(B) — P(ANB)| < %

1 _
L’inégalité est une égalité si P(B) = 3 P(ANB) = P(B) et P(B)P(ANB) = 0 c¢’est-a-dire

P(ANB) =0ouP(B) =
Comme P(A) =P(ANB)

P(ANB) =P(B) et P(B)P(ANB) = 0 c’est-a-dire P(A N B) = 0.

1
2’ _
+ P(A N B), on conclut

1 1
L’inégalité est une égalité si et seulement si P(A) = P(B) = 5 et PFLANB) = 5 ou P(ANB) = 5

Remarque : Il s’agit de 'inégalité dite de Kosmanek.

Variante : Soit (A, B) € /2. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
|Cov(1a,1p)| < o(la)o(1p)
Or, pour X variable aléatoire de loi Z(p) avec p € [0;1], on a

o(X)=+/p(1-p) <

D’apres la relation de Konig-Huygens, il vient
Cov(1a,1p) =E(151B) — E(1A)E(1p) = E(1ans) — E(14)E(1g) = P(ANB) — P(A)P(B)

N —

1 1
Le résultat suit. Si I'inégalité est une égalité, on a o(1,) = o(lp) = 1 d’ou P(A) =P(B) = 3
1
puis P(ANB) € {O, 5} La réciproque est immédiate.

Exercice 3 (***)

Soit (2, o7, P) espace probabilisé et X variable aléatoire vérifiant |X| < M presque stirement avec
M > 0. On suppose qu’il existe Xy,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi
n

telles que X et > X; aient méme loi. Montrer que pour tout ¢ € [1; n], on a
i=1



S|=

ps. et |Xi] < p.Ss.

M
Corrigé : Supposons qu'il existe ig € [1; n] tel que P (Xio < —) < 1. Puis
n

n

ﬂ{xi> %} C {z:;lx >M}

=1

D’ou par croissance puis indépendance et égalité en loi des X;

n n M M n
P(EX1>M>2HP(XZ>—>:P<X10>—> >0
i=1 =1 n n

Par égalité en loi, on a P (|X| < M) =P ( > Xl < M) = 1 puis
i=1
i=1 i=1

ce qui contredit P <ZX1 > M) > 0. On en déduit

=1
M
Vie[l;n] X; < —  ps.
n
On procéde a l'identique en considérant —X et —X; et on conclut

M M
Vie[l;n] X;<— psoet X< —
n n

p-S.

Exercice 4 (***)

Soit (£2, o7, P) un espace probabilisé et o, ~ %, . On note X,, le nombre de points fixes de o,,.

Montrer P(X,=0) —se!

n—o0

Corrigé : Notons D,, ; e nombre de permutations de S, avec k points fixes. La famille ({X,, = k}),c[¢. ]
est un systéme complet d’événements d’ou

Comme o, suit la loi uniforme sur S,,, on a
Dn,k
n!

Vk e [0;n] P(X, = k) =

Or, choisir une permutation de S,, & k points fixes équivaut & choisir k& points fixes puis & choisir
une permutation sans point fixe (un dérangement) sur les n — k points restants. Comme il y a
(Z) maniéres de choisir les points fixes, on a

Vke[0;n]  Dux= (})Da-ro

"D,,_ 1
Ainsi Vke[0;n] P(X,=k) = (’f)—'“ = P =0)
n: .
n 1
D’ou Vn € N 1= Z—‘]P’(Xn_k =0)
=0 k!



n
Les séries entiéres E— et Y P(X,, = 0)z" ont des rayons supérieurs a 1 d’ou, par produit de

Cauchy de séries entleres

vz € D(0,1) ;O(;zn _ (fz—n> CZOZIP’(XH _ O)z”)

n=0 n!

d'ot Wz € D(0,1) :Z:P(Xn )= 2 (fﬂ) (Zz >

1—=2 n=0 n!

A nouveau par théoréme du produit de Cauchy et unicité du développement en série entiére, on
conclut

" (1)
VneN P(X,=0)= >
i
Ainsi P(X,=0) —se!
n—o0

Variante : On peut utiliser la formule du crible (hors-programme donc a retrouver et a redé-

montrer). On a
A ) = S (-1p A,
(U k) ; ) 1<Z1< <1 <n (ﬂ J)

Par suite, on a

P(X, #0) =P <U {on(k) = k}) - kil<—1)k+1 S Plonlin) = i, ..., 00(ix) = ir)

k=1 1< << <n

Comme o, suit la loi uniforme sur S,,, on a

P(X, #0) = kil(—l)k’ﬂm g:@» <n(n ;!k)! _ lﬁ:l(_mﬂ(z) (n n!k)! _ kz’l:l(—?! i
.. n (_1)k
Ainsi PX,=0)=1-P(X, #0) = kzo i

et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 5 (**%*)

Peut-on truquer deux dés a six faces de sorte que la somme des points soit équirépartie sur
[2;12]7

Corrigé : Soient X et Y les résultats des lancers de chaque dé. Les variables aléatoires X, Y a
valeurs dans [1; 6] sont indépendantes. Supposons que X + Y ~%].127. On a

1 12

Vte[0;1] Gx(t) = f;akt’f Gy(t) = zﬁjbktk Gxyy(t) = Zt’f

avec ay = P(X = k) et by = P(Y = k) pour tout k € [1; 6]. Par indépendance de X et Y, on
obtient

12

6 1
c¢’est-a-dire Vte[0;1] (Zaktk> (Zbktk> _ Ztk
k=1 k= 11

3



t2 10

5 5
Apres factorisation V¢t € [0;1] t? (Zak+1tk> <Zbk+1tk> = S ¢k
k=0 k=0 11520

Notant T une indéterminée, on a

5 5 T2 10
"I‘2 <Zak+1Tk> (Zbk+1Tk> = —ZTk
k=0 k=0 11;=

puisque la différence des deux polynémes admet une infinité de racines. Par suite
1 10

5 5
<Zak+1Tk> (ZkarlTk) = —ZTk
k=0 k=0 11k:0

10 10 ) 10 .
o ey (Er)emoan f (roe) oy [ (oo o)
h=0 k=0 k=1

5 5 1 2ikm
d’ou <Z%+1Tk> (ZkaTk) = — 1 <T - eT)
k=0 k=0 11 4=

1
I1 suffit alors d’observer agbs = — # 0 pour conclure puisque les polynomes intervenant dans le

produit & gauche sont de degré 5 donc admettent chacune une racine réelle tandis que le membre
de droite n’en admet aucune. Ainsi

On ne peut piper deux dés pour que leur somme suive une loi uniforme sur [2; 12].

Exercice 6 (***)

Soit p € |0;1[ et ¢ = 1 — p. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli de paramétre p. On pose

Sn_np

v 1pPq

=1l S, =X, T,=
=1

1. Donner la loi et la fonction génératrice de S,,.
2. Déterminer E(T,,), V(T,).

3. Calculer E(xT") pour x > 0 puis lim E(xT").

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. La variable aléatoire S,, est somme de n variables indépen-
dantes de loi de Bernoulli #(p) d’ou

Sp~PB(n,p) et YteR  Gg,(t)=(pt+1—p)"

2. Soit n entier non nul. On a par linéarité de I’espérance

E(T,) \/le_miilE(Xi ) =0

Puis, par indépendance des X;, il vient

1 n 1 2 npq
() = Lo () = L -
(Tu) npq 1:231 nqpi:z:l (%) npq

Ainsi Vn € N* E(T,)=0 et V(T,) =1

Remarque : La variable aléatoire T, est dite centrée réduite.

3. Soit x > 0. Par indépendance des X;, on trouve



e - 7E T ) s (f) < e ()

Puis par transfert, on obtient

E (ZL‘T") = (pm\/nzp + q:z:f\/%)n =

pexp <\/nzpln(x)> + gexp (—\/gln(x)ﬂn

Avec un développement limité a 'ordre deux, il vient

E (2T —{<1+\/>ln +%1n( )+Q(1—\/>1n9”+%1“()>+0<%)

{p;;q In(z)* + o (i)} = exp [nln (1 + 1112(2) +o (l)ﬂ = exp [ln(;)z + 0(1)}

n

2
On conclut Yz >0 E (xT”) et

n—oo

Remarque : Ce résultat est une conséquence du théoréme de la limite centrée ou de son corollaire
qu’est le théoréme de Moivre-Laplace.

Exercice 7 (****)

Soit (€2, <7, P) espace probablhse et (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

loi #(1/2). On pose T,, = —Z(2X — 1) pour n > 1.

1. Rappeler la propriété de continuité décroissante pour une suite d’événements.

2. Montrer Vn>1  E(n'T}) =3n>—2n
3. Mont X; L
. Montrer EZZ — 5 Ps

Corrigé : 1. Etant donnée (A,), une suite décroissante d’événements, on a

(A)mP<ﬂA>

2. On note Vn >1 Y,=2X,—-1 et S,=>Y;

Posons P(n) : E(S}) = 3n? — 2n
L’initialisation Z2(1) est immédiate. Supposons Z(n) vraie pour n > 1 fixé. On a
E((Sn+ Yor1)') =E (S2+483Y,00 +682Y2, +48, Y3, + YL,
Par linéarité de 'espérance et indépendance de S, et Y11, il vient
B(SL,,) = E(SE) + 4B(S3) B(Y, 1) +6E(S2)E(Y2, ) + 4E(S,) B(Y3, ) + E(YL,,)
5 g

Puis V(S,) = E(S2) — E(S,)? = E(S2) et E(Y:,,)=1



Ainsi E(Sh.i)=3n*—2n+6n+1=3n+1)>-2(n+1)

On conclut Vn>1  E'T}) =E(S}) =3n?—2n

. (S . . .
3. La variable aléatoire (—) est positive et d’aprés I'inégalité de Markov
n

sn>4 1 <Sn>4 3n?2 3
vn ((n \/ﬁ> Vi n T T3

On pose Vk>1 Z {(Sk)4 > : }
np =z k= - Z —=
k) 7k

La suite <U Zk) est décroissante d’oul par continuité décroissante
n>1

k>n

=

(D))

neN* k>n k>n

Puis, par sous-additivité (U Zk> ZIP’ Zk)

k>n

D’apres le résultat de la question précédente, il s’agit du reste d’une série convergente et on
conclut

P(ﬂ Uzk>:0

neN* k>n

S.\* 1
c’est-a-dire dneN | Vk=n <—> < — Dps
n vn
. Sn,
Par suite — — 0 ps.
n n—oo
Et finalement Loy — !
nalemen - i —  p.s.
ni=1 n—oo 2 P

Exercice 8 (****)

Soit (€, &/, IP) espace probabilisé¢ et (X;),., une suite de variables indépendantes de loi uniforme

n
sur {—1,1}. On pose S,, = >_X; pour n entier. On appelle marche aléatoire la suite (S,)n>1-
i=1

1. Pour n > 1, préciser H X;(Q2) et la loi du n-uplet (Xy,...,X,).

2. Soit f:R—->Retn> 1 Déterminer une expression sous forme de somme pour

Tn(f) = E(f(Sn))

3. Pour f: R — R, en déduire la relation de récurrence

fla+1)+ f(x—1)

Vn > 2 T,.(f)=T,-1(9) avec g:z— 5




4. Etablir la monotonie de la suite (E(|S,])),-,-
5. Comparer les suites (E(|S,|)),5; et (V)51
6. Déterminer la loi de S,, pour n entier non nul.

7. Montrer que la marche aléatoire repasse une infinité de fois presque siirement par zéro.

Corrigé : 1. Soit n > 1. On a ﬁ X; () ={-1,1}"

=1

n

On remarque (Xy,...,X,)(Q) C [] Xi(Q2) et pour (z1,...,x,) € {—1,1}", il vient par indépen-

dance
n 1
P((Xla >Xn) = ($17 71:71)) = H P(Xl = xl) = 2_n
=1
Ainsi (X, ..., X,) ~ U113

2.S5itn>1et f:R—R.Ona

Par transfert, on obtient

Vfe FRR) Yozl Tuf)l=—~ ¥ f<ég;>

2” ($1 77777 In)E{-l,l}n

3.50itn>2et f:R—R.Ona
1 n
=5 2 (5

(@1 zn)E{ 1,1} Ni=l

s, el (o) (e o))

($1 ..... Tn— 1)6{ ll}n 12

On conclut Vf e Z(R,R) Vn > 1 T,.(f) =Tn_1(9)
4. Soit n > 1. On choisit f = |-|. On a

Pour z réel, il vient par inégalité triangulaire

|| :%’£E+1+ZE—1| < g(z)
Par croissance de 1’espérance, on conclut
Vn e N*  E([Sps1|) = E(/Sa])
5. Soit n > 1. Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz ou la positivité de V(|S,|), on obtient
E(ISal)? < E((Sn)?) = V(Sn) =n

Ainsi Vn > 1 E(|S,]) < v/n

X;+1

6. La suite ( ) est une suite de variables indépendantes de loi Z(1/2). Ainsi, on a

121

ZZ: (X i 1> ~ HAB(n,1/2) puis



Vk e [0;n] P(i(xi+1>Zk)ZP(SnZQk_”):i(Z)

i=1 2 2n

1, ., .
Ainsi Vie[-n;n] P(S, = () = Q—n(e%n) sil{+nec?2N

0 sinon

Remarque : Le calcul précédent dit plus précisément que S,,(Q) = {2k —n,k € [0; n]}.

7. On pose Sop = 0. L’événement « la marche aléatoire passe un nombre fini de fois par zéro »
s’écrit
2n+k
A= |_|{s%:o}mﬂ{ > Xﬁéo}
neN k>1 \i=2nl

autrement dit, la marche aléatoire passe une derniére fois en zéro a I'instant 2n pour un certain
n entier puis n’y repasse plus. Par incompatibilité et indépendance de So,, avec Xo,,11, Xopio, - - -
il vient

P(A) = 3 P(Syy = 0)P (ﬂ {%f;k X; # o})

On a égalité en loi pour toutes familles finies extraites de (X;);>2n41 €t (X;)i>1. Par suite, avec
la continuité décroissante, on obtient

(0fE ) - r (A0
- e (1)) -2 (0 e o)

k>1

qui est donc une quantité indépendante de n et qu’on peut noter «. Ainsi, on a

P(A) = S P(Syy = 0)ar

n=0

2n
2n)! 1
Par ailleurs Vn € N P(S2, = 0) = (47;) - 4&(2?)2 nsioo /700

Pour que la somme définissant P(A) soit convergente, on a donc nécessairement o« = 0 et par
conséquent P(A) = 0 et on conclut

’La marche aléatoire repasse une infinité de fois par zéro presque stirement.

10



