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CPGE MP - S21 Etude des masses : la cinétique Cours ®

Introduction

Depuis le début de I'année nous avons commencé I’étude de la mécanique du solide par la cinéma-
tique du solide puis par la statique des solides.
e la cinématique est I’étude et la caractérisation des mouvements d’un solide,

e la statique correspond a 'étude de 'équilibre statique (sans mouvement) d’un solide soumis a
des actions mécaniques extérieures.

W Remarque

Ces deux études se sont appuyées sur la modélisation du mécanisme (liaisons). La forme, les carac-
téristiques géométriques des solides ne sont pas entrés en jeu.

Nous allons glisser vers la dynamique du solide, c’est & dire I’étude des relations entre les mou-
vements d’un solide et leurs causes, autrement dit, un carrefour entre la cinématique et la statique.
Cependant cette étude du mouvement de ces solides nécessite de connaitre leur masse et inertie. Nous
allons donc commencer par définir les notions de masse et d’inertie, c’est a dire les mouvements des
solides en prenant en compte la masse : la cinétique.

% Définition Cinétique

La cinétique est ’étude des caractéristiques d’inertie d’un solide.

0.1 Notions d’inertie - Cas de la translation

Commencgons par une question rhétorique. Voici la situation : pour une raison obscure vous devez
arréter, I'un de ces sportifs, en faisant barrage. Les deux courent & la méme vitesse v. Lequel de ces
deux cas est le moins déplaisant d’un point de vue séquelles post-traumatiques ?

F1GURE 1 - Cas 1 : L’ex pilier du Stade ToulousainFIGURE 2 — Cas 2 : Le coureur cycliste britannique
Charlie Faumuina, 1,85 m, 130 kg. Hugh Carthy, 1,91 m, 68 kg.

Par un raisonnement plus « ingénieur » nous savons, par expérience, qu’il est plus « difficile »
d’accélérer un camion qu’'une moto comme il est plus « difficile » de le freiner. L’inertie caractérise
la résistance qu’oppose un corps par sa nature propre & une variation de mouvement.

www.upsti.fr
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CPGE MP - 521 Etude des masses : la cinétique

Cours ®)
/" Propriété

Pour un mouvement de translation, la masse suffit pour définir cette quantité, par contre pour
un mouvement de rotation, il est nécessaire de préciser la répartition de cette masse.

0.2 Notions d’inertie - Cas de la rotation

Prenons un cas simple :

une épreuve de patinage. Vous avez tous déja vu un patineur, ou une
patineuse effectuer des tours sur lui ou elle méme.

FI1GURE 3 — Patineur en rotation sur lui méme.

Dans ces 3 situations, comment évolue la vitesse de rotation ?

Prenons un autre cas simple :

www.upsti.fr
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CPGE MP - S21 Etude des masses : la cinétique Cours ®

FI1GURE 4 — Crocodile embroché de part en part pour le faire tourner & la broche. Disclaimer : aucun
animal n’a été blessé pour cette scéne.

Dans cette situation, la masse du crocodile ne variant pas, quelle est a votre avis la maniére d’embrocher
ledit animal minimisant ’effort & fournir pour atteindre la vitesse de rotation w constante?

FIGURE 5 —
Cas 1 : broche selon ¥
Cas 2 : broche selon ¢

www.upsti.fr
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CPGE MP - S21 Etude des masses : la cinétique Cours ®

1 Masse

1.1 Définition et propriétés
La masse caractérise la quantité de matiére, c’est une grandeur complétement additive, extensive.
Soit, X1, Y9 deux systémes matériels disjoints alors :
m (21 U 22) =m (21) +m (22)

avec X1 N Yo # ¢.

La masse my de ’ensemble ¥ est définie par :

mE:/Edm:/Ep(P)dv

avec p(P) masse volumique au point P et dv un élément de volume.

W Remarque

e Si le systéme matériel est assimilable & un volume, on parle de masse volumique p(P) au
point P : dm = p(P)dv;

e Si le systéme matériel est assimilable & une surface on parle de masse surfacique o(P) au
point P : dm = o(P)ds;

e Si le systéme matériel est assimilable & une ligne, on parle de masse linéique A(P) au point
P :dm = A(P)dl.

1.2 Conservation de la masse

On admet en mécanique classique que la masse est une grandeur indépendante du temps, ainsi
pour deux instants ¢y et to quelconque :

m (E,tl) =m (E,tz)

www.upsti.fr
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CPGE MP - S21 Etude des masses : la cinétique Cours ®

On en déduit une relation importante :

i 7] = [ [T o

qui permet d’inverser la dérivation par rapport au temps et U'intégration par rapport a la masse.

1.3 Centre de masse, d’inertie et centre de gravité

On confond souvent le centre de gravité avec le centre de masse (ou centre d’inertie), cependant il
v a une petite subtilité a connaitre.

Le centre de masse (ou centre d’inertie) et le centre de gravité ne sont confondus que si le champ
de pesanteur est uniforme dans ’espace d’étude (g sur une petite partie de la surface de la Terre par
exemple, soit dans tout nos cas d’étude de mécanique en SII). Si le champ de pesanteur n’est pas
uniforme, le centre de gravité dépend de la position et de l'orientation du solide.

1.3.1 Centre de masse (ou centre d’inertie)

% Définition Centre d’inertie

Le centre de masse (ou centre d’inertie) d’un solide S est le point géométrique correspondant a la
valeur moyenne de la distribution de masse du solide dans ’espace.

/G?.dmzﬁ
S

Qui se calcule aussi :

ﬁzi/gﬁdm

Démonstration :

Qui peut se réécrire de la maniére suivante en prenant un point A quelconque :

/G’?dm = 0
GA—&—ﬁdm = 0
/ Adm+/ﬁdm = 0

mG—1>4+ / APdm = 0 (carG‘A> est constant)
S

A‘é = i ‘ﬁdm
mJs

m\

avee : AG = (v — 24)7 + (y& — ya)i+ (26 — 24)7.

www.upsti.fr
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Si 'on prend le point O, origine spatiale de notre repére, on a alors :
1
O‘(>;:ng+ycﬁ+zG5: /ﬁdm
mJs

avec : Tq, Yo et zg les coordonnées du point G.

1.3.2 Centre de gravité

% Définition Centre de gravité

Le centre de gravité Ggravite est par définition le point pour lequel I’action de la gravité a un moment
nul quelque soit son orientation dans ['espace.

% _>
MGgravité(B) = 0

Dans le cas ol le champ de gravité g est uniforme sur le solide S, on peut montrer que le centre de
gravité et le centre de masse sont confondus : Démonstration :

A’JGgl‘avité (? ) - 0

[ G n Fam = T
S
(/ Cmd””) Ng = [ (car ¢ est constant)
JS
/ ComeBdm = 0 (car 7 # 0)
JS

1.3.3 Pour un ensemble de solides

Pour un systéme matériel constitué de n solides S; de masse m; et de centres de masse (d’inertie,
ou de gravité) Gj :
n —
AC=""—

n
> m;
=1

Le point G est ici le barycentre des différentes masses (bary : implique une idée de gravité ou de
pression atmosphérique).

1.3.4 Théorémes de Guldin

www.upsti.fr
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‘ rd -~ . . P 2
Théoréme de Guldin - premier énoncé

Centre d’inertie d’une courbe plane
Soient (C') une courbe du plan (II) et (A) une droite du plan ne coupant pas (C).

L’aire de la surface engendrée par la rotation de la courbe (C) autour de la droite (A) est égal
au produit de la longueur de la courbe L par le périmétre décrit par son centre d’inertie 27 - rg.

S=2r-rq-L

Démonstration :

On associe a la courbe (C') une masse linéique A constante, dm = X - dl d’ou la masse totale de la
courbe m. = A\ - L.

La position du centre d’inertie de la courbe est calculée par la relation générale :

Me - (YJ = / ()7) -dm
JC

icl cette relation devient :

N-L-OC= [ 0P .
JC

Apreés simplification puis en ne prenant que la projection suivant 7 :

L-()-&/Tpdz:w-r(,/rdz
JC JC

Calculons maintenant la surface engendrée par la rotation de la courbe

. O . .
S—/r-d()-dl—/ (10'/7"(1/—27(-/7‘-(11
JS JO JC JC

En substituant [, r-dl = L -rg dans cette égalité on retrouve bien le résultat cherché.

Théoréme de Guldin - second énoncé

Centre d’inertie d’une surface plane homogéne
Soient (S) une surface du plan (II) et (A) une droite du plan ne coupant pas (S).

Le volume engendré par la rotation de la surface plane tournant autour de l’axe (A) est égal au
produit de laire de la surface par la longueur du périmeétre décrit par son centre d’inertie.

V=2x-rg-S

www.upsti.fr
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Démonstration :

On démontre cette égalité comme la précédente. On associe a (S) une masse surfacique dm = o-ds
constante et mg = o - S.

Par définition :

ms.(ﬁz/so_ﬁdm:»s-(%zfsﬁ-ds

soit en projection suivant 7

S-rg—/r'ds
S

Le volume engendré par la rotation de la surface (S) s’écrit :

27
V—/r-d@-ds—/ d@-/'f'-ds—Qﬂ/r-ds
v 0 S S

d’ou la relation cherchée :

V=2 -rqg-S.

(a) Centre  d’inertie  d’une (b) centre d’inertie d'une sur-
courbe plane face plane

FIGURE 6 — Illustration des deux énoncés du Théoréme de Guldin

www.upsti.fr
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gf Remarque

Lutilisation des théorémes de Guldin permet de simplifier le calcul de position du centre d’inertie
dans la mesure ou 'on connait les caractéristiques du volume et de la surface balayée.

2 Inertie & Moments d’inertie

Nous 'avons dit : la masse ne suffit pour caractériser l'inertie que dans le cas d’'un mouvement
de translation. Pour un mouvement de rotation ou un mouvement plus complexe, il faut prendre en
compte la répartition de cette masse sur le solide. Les moments et produits d’inertie caractérisent cette
répartition.

2.1 Moments d’inertie

2.1.1 Moment d’inertie par rapport a un point

% Définition Moment d’inertie % a un point

On appelle moment d’inertie du solide S par rapport & un point A la quantité positive :

I4(S) :/SﬁQ dm  [kgm?]

2.1.2 Moment d’inertie par rapport a une droite

% Définition Moment d’inertie % a une droite

On appelle moment d’inertie du solide S par rapport a une droite (A) la quantité positive

IA(S) = L(gA ﬁ)Q dm  [kgm?]

N

FIGURE 7 — Moment d’inertie par rapport & une droite

www.upsti.fr
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CPGE MP - S21 Etude des masses : la cinétique Cours ®

En faisant intervenir le point H, projection de P sur la droite (A) on déduit :

IA(S):/SIﬁQdm:/Sd%-dm

avec dp distance du point P & la droite (A).

Le moment d’inertie par rapport & une droite est le méme en tout point de la droite.

2.1.3 Rayon de giration

Le moment d’inertie étant homogéne au produit d’une masse par une distance au carré, il est
toujours possible d’écrire le moment d’inertie autour d’'un axe d’un solide quelconque sous la forme :

_ 2
I=M- R

avec M la masse du solide et R4 le rayon de giration.

Le rayon de giration précise la répartition des masses autour de 1’axe considéré.

2.1.4 Moments d’inertie dans un repére cartésien

Soit un repére R(O,Z, ¥, Z), un point P de coordonnées z,y, z dans R.

e Le moment d’inertie du solide S par rapport au point O dans le repére (O, Z, ¢, Z) s’écrit :

In(S) = /50—11>’2 dm soit

:/ (2> +y* +2%) dm
S
e Le moment d’inertie du solide S par rapport a 'axe (O, ¥) s’écrit :

I(O@)(S):/(EAO?)Q dm:/(fA(x-f+y.g+z-z))2-dm
S S
1(075)(5)—A(y2+22)dm

Finalement on peut écrire :

e [0z = s (y2 + 22) - dm, moment d’inertie du solide par rapport a (O, %)
e liog = fs (22 + 1'2) -dm, moment d’inertie du solide par rapport & (O, 7))
e [0z =Js (2% 4+ y?) - dm, moment d’inertie du solide par rapport & (O, 2)

Y
b

W Remarque

On peut également définir (moins utilisés) :

[ ] I(Oz

Y
0_[(0H

77 = s 22 - dm, moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, %, ) ;

7 = fs 22 . dm, moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, Z,¥)
0. i
yZ

www.upsti.fr
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o [0z = fs y? - dm, moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, 7, Z).

2.2 Produits d’inertie

Les produits d’inertie caractérisent la présence ou I'absence de symétries dans le solide. Ils seront
bien mieux définis lors de 1’écriture sous forme matricielle de I'opérateur d’inertie & la section suivante.

2.3 Relations entre les moments d’inertie

De simples sommes suffisent & montrer les relations suivantes :

o Io = Losp + Logz) + Loz = 5 Loz + Log +L0.2)

[ ] Z )
* Loy = Lozy + Log
. 7)

2.4 Théoréme de Huygens

e Théoréme de Huygens
ye

-

Le moment d’inertie d’un solide par rapport & un axe (A, d) est égal au moment d’inertie par rapport

=

a laxe (G, 0), paralléle et passant par le centre d’inertie du solide, augmenté du produit de la masse
du solide par le carré de la distance séparant les deux axes.

W Remarque

Le corollaire : De tous les axes paralléles & une direction donnée, celui par rapport auquel le moment
d’inertie est minimum est I’axe passant par G.

3 Opérateur d’inertie

3.0.1 Opérateur d’inertie en un point
L’opérateur d’inertie synthétise ’ensemble des caractéristiques d’inertie du solide. Cet opérateur

est une fonction linéaire et peut étre représenté par une matrice que nous allons définir dans cette
section.

% Définition Opérateur d’inertie

On appelle opérateur d’inertie Ip(.S) au point O d’un solide S 'opérateur qui a tout vecteur 4 de
I’espace associe le vecteur

www.upsti.fr
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To(S) - ii = /Pes(ﬁ A (@ A OP))dm

Soient :

e (O,%,7,7), un repére ou (Z, ¥, Z) est une base

e P, un point du solide S, avec OP =z - Z+y-yj+ 2 -2
e U=a-T+ [ -y+7-7Z un vecteur.

Démonstration : Calculons OP A (u N O?)

(ﬁ/\(ﬁ/\@

(- Z+y-y+z-2)N(-Z+B-G+v- DN (- Ty -§y+2-2))
(+a - (y? +z)76~:p~y —yzoz )T

(—a z-y—B-(x?+ 22—~ yz)j
+(~az-z=B-y z+y - (@*+y?))7

En intégrant sur le solide S :

/ O?/\(ﬂf/\O?)-dm:
peS

<+a-/ (y2+22)-dm —-p- z-y-dm ’yo/ r-z-dm T
PesS pPes JPeS

+<a~/ x-y-dm +p- (z2+x2)~dm~/‘/ y-z-dm )y
Pes JPeS pres

+(—a-/ x-z-dm —p- y-z-dm —l—’y-/ (x2—|—y2)-dm>77
JPeS JPeS pPesS

On peut mettre ce résultat sous la forme du produit d’une matrice et du vecteur i, ce qui donne
le résultat attendu :

Aprés quelques calculs vous devriez étre arrivés a ceci :

+fpes(y2+z2)-dm —fpesx'y-dm —fpesx-z-dm «
Io(S) -4 = —fpesx-y-dm +fPeS(z2+m2)-dm —fpesy-z-dm N
—fPeSx-z-dm —fpesy-z-dm +fpes(:c2+y2)dm ~y

/" Propriété
Cette matrice est caractéristique de la répartition de la matiére d’un solide autour d’un point (ici O
) et dans une base donnée (¥, 7, 2).

On peut pour chaque solide définir une matrice d’inertie.

www.upsti.fr
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' A retenir

Par convention, on pose

Io(S)=| -F B -D ouIo(S) = | —Pyy Loy Dy
-E -D C (#7.2) —Py. _Pyz I(ng) (Z,9,2)

On reconnait sur la diagonale de la matrice :
e A=Toz = [pes (¥> +2*) - dm, le moment, d’ inertie du solide S autour de I'axe (O, Z)
e B=1I05 = [pcg (2 +2?) - dm, le moment d’inertie du solide S autour de Paxe (O, %)
e C=102=Jpesg (2% +y?) - dm, le moment d’inertie du solide S autour de I'axe (O, 2)

Et c’est ainsi que l'on peut définir simplement les produits d’inertie :

o =P,y = fPeS x -y - dm, le produit d’inertie par rapport plan (O, Z, )
e E=P,, = fPeS x - z - dm, le produit d’inertie par rapport plan (O, ¥, Z)
e D=P, = fpesy - z - dm, le produit d’inertie par rapport plan (O, ¥, 2)

W Remarque

e Une matrice d’inertie dépend de la base et du point de calcul, il est donc important de
préciser ces données

e La matrice d’inertie est une matrice symétrique

e On nomme aussi cette matrice tenseur d’inertie

A retenir!

Nous avons vu précédemment que 'opérateur d’inertie était défini par :
= s —
i Tiag) il = / AM A (@AM ) dm
S

T A(S) est linéaire et est donc représentable dans une base b par une matrice. On peut démontrer
rapidement que cette matrice est symétrique. On pose alors par définition :

/(y2+22)dm —/a:ydm —/xzdm
A —-F —-FE S s

s =|-F B -D - — [ zydm /(m2+22)dm —fyzdm
S S
“E -D O/, , ...
(A,Z9,7) —jwzdm —/yzdm /(x2—|—y2)dm
S S S (A,f,:lj,g)

L’opérateur d’inertie permet de synthétiser les caractéristiques d’un solide S. On peut voir cet
opérateur comme une description de la répartition des masses dans le solide.

~i

On peut calculer les différents termes de la matrice par les expressions suivantes, en posant :

—
AM = xZ +yy + 27

www.upsti.fr
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Moments d’inertie (kg - m?) Produits d’inertie (kg - m?)
A= [ (¥} +2Hdm = [ yzdm

D
B:j(x2+z2)dm E:/gxzdm

C:j(x2+y2)dm F:jmydm
S S

3.1 Moment d’inertie d’un solide S par rapport a4 un axe A

Le moment d’inertie o d’un solide S par rapport & un axe A est (avec A passant par (O, u)) :

In=7-(Tios - 7)

A\ Attention

Le produit matriciel ?(015) -4 n’a de sens que si ?O(S) et u sont exprimés dans la méme base.

3.2 Changement de bases d’une matrice d’inertie

Parfois, méme si ceci est trés fortement déconseillé, il est possible de procéder & un changement
de bages de la matrice d’inertie pour calculer le moment cinétique. En effet, on souhaite parfois un
résultat dans une base particuliere (différente de celle d’expression de la matrice d’inertie).

On définit alors une matrice de changement de base Pp,_,5, qui permet
de passer de la base by vers la base b1. Cette matrice est constituée en
colonnes des coordonnées des vecteurs de la nouvelle base by écrits dans

la base d’origine bg.
Dans ce cas, la matrice d’inertie dans la base by s’écrit :

Tiase) =Pty - Tiasmo) - Proob

W Remarque

Dans le cas de la figure ci-dessus (cas d'une simple rotation), la matrice de passage est :

cosf@ —sinf 0
Ppo—p, = [sinf@ cosf 0| avec Pb;1—>b1 = Plfo—>b1
0 0 1

3.3 Base propre d’inertie

www.upsti.fr
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% Définition Base propre d’inertie

Pour tout solide, il existe une base propre d’inertie (Z, 7, Z), c’est-a-dire une base dans laquelle la
matrice d’inertie en G (centre de gravité) est diagonale.

W Remarque

En fait vous l'avez déja démontré : c’est une conséquence du Théoréme spectral : toute matrice
symétrique, réelle est diagonalisable.

Si (&, 9, Z) est une base propre d’inertie pour un solide S, les axes (G, Z), (G, ) et (G, 2) sont des axes
principaux (ou axes propres) d’inertie.

gf Remarque

e Pour tous les solides présentant des symétries dans la répartition des masses, il est facile de
déterminer les axes principaux en s’appuyant sur ces symeétries.

e Si le point d’écriture est le centre d’inertie, on parle alors de base centrale et de moments
centraux d’inertie.

e Les moments d’inertie sont minimum en G et leurs valeurs sont celles de moments centraux
d’inertie.

En pratique, un mouvement de rotation autour d’un de ces axes se fait sans aucune vibration,
ni balourd. On dit que le solide est dynamiquement équilibré. Un solide dynamiquement équilibré est
statiquement équilibré, le contraire n’est pas toujours vrai! (solide statiquement équilibré : le centre
de gravité est sur l’axe de rotation). Nous reviendrons sur ces notions d’ici peu.

3.4 Propriétés des matrices d’inertie
Le moment d’inertie par rapport & un axe est une quantité positive ou au pire considérée négligeable
(pour des solides infiniment fins selon une direction).

Un moment d’inertie par rapport a un axe est minimum si cet axe passe par le centre d’inertie du
solide. On ne peut par contre rien dire concernant les produits d’inertie par rapport a des plans.

Lorsque le solide posséde un élément de symétrie, la matrice d’inertie peut se simplifier.

3.4.1 Le solide S posséde un plan de symétrie

Zs
Si (O, s, Js) est un plan de symétrie pour le solide S\V

S, alors en associant deux & deux des points symétriques
M et M’ de coordonnées (x,y, z) et (z,y, —z) pour cal-
culer les produits d’inertie en O, on montre que :

/xzdm:/yzdmzo car /QZdz:O
S S -

(NIIS)
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Le solide S a alors pour matrice d’inertie au point O :

B A —-F 0
7(075) =|—-F B 0
0 0o C

3.4.2 Le solide S posséde une symétrie par rapport a deux plans sécants perpendiculaires

Les produits d’inertie sont tous nuls (D = 0, E = 0
et F' = 0), car a chaque élément de volume centré en un
point P(z,y,z) correspond un élément de volume centré
symétriquement :

e soit en un point P'(z,y, —z)

e soit en un point P"’(—z,y, 2)

La matrice d’inertie du solide S en un point O apparte-
nant oux deux plans de symétrie est donc diagonale, sous
la forme :

~ill

A 0 0
©os=|0 B 0
0 0 C b
3.4.3 Le solide S posséde un axe de révolution

Pour un solide de révolution d’axe (O, Zs), la matrice d’inertie
est diagonale mais avec la relation supplémentaire :

A:B:C+/z2dm car /xQdm:/y2dm
2 Js s s

La matrice d’inertie en un point O appartenant ¢ l'aze de
révolution s’écrit donc sous la forme :

(0,5) =

~il|

|
o O
O O

0
0
C b
3.4.4 Le solide S est plan d’épaisseur négligeable

On se place sur un point O du plan avec (O, 2) la normale au plan. L'intégration suivant la direction
de la normale au plan est nulle (les bornes d’intégration sont nulles).

Finalement la matrice s’écrit en un point O du plan et dans une base B contenant la normale &
celui-ci :

www.upsti.fr
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A -F 0
Io(S)=| -F B 0
0 0 A+B /5
A= y? + 2% dm = y* dm
PeS PeS
C = ?+y*dn=A+B
PesS
D= y-z-dm =20
PeS

3.4.5 Le solide S est un disque plan d’épaisseur négligeable

Pour un disque plan, en O centre du disque et dans une base B telle que 2" est la normale au plan

B:/ 22+ 22 dm = 22 dm
PeS PeS

E = z-z-dm=0
PesS

0 0
A 0
0 2-A

0,B
3.5 Changement de point d’une matrice d’inertie - Théoréme de Huygens géné-
ralisé

Ce théoréme permet de passer la matrice d’inertie en un
point quelconque d’un solide (ici un point A), & la matrice
d’inertie au centre de gravité G.

' A retenir

En posant ﬁ = aZs + bys + cZs, le théoréme de Huygens
donne :

B B 2+ —ab —ac
Tiasp) =lcsp)y+m| —ab  a®>+c*  —be
—ac —be a? + b2

bs

Démonstration :

Soit B la base (77, ys, z5). On recherche la relation entre la
matrice d’inertie en A du solide S et la matrice d’inertie en
G le centre d’inertie du solide.

www.upsti.fr
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Par définition, 'opérateur d’inertie du solide S au point
A dans la base B s’écrit :

Ta(S) - = /Pes(ﬁ A (@ A AP))dm

De méme l'opérateur d’inertie du solide S au point G dans
la base B s’écrit :

To(S) - i = /Pes(cﬁ; A (@ A GP))dm

En décomposant le premier :

Ta(S) - ii = /PGS((,ﬁ +GP) A (i A (AC + GP)))dm

puis en développant

IA(S)-ﬁZLGS(ﬁA(ﬁAﬁ))dm+/ (@/\(ﬁAcﬁ))dm

Pes

+/ (@A(ﬁAﬁ))dm+/ (GP A (@ A GP))dm
Pes P

es

Les deuxiémes et troisiémes termes de cette somme sont
nuls (par définition du centre d’inertie [, o GP dm = 0):

/PES(Z&A@A GP))dm = AC A <m/P
/PES(@A (it A AC))dm = </P

L’égalité devient :

(ﬁ’dm) ANaAAC) =10

s

Ta(S)-i = /P ES(ﬁA(mﬁ))dm+ /P (GBAGAGD))dm

es

On reconnait dans le second terme 'opérateur d’inertie
en G :

T6(S) - ii = /PES@\? A (i A GM))dm

Il reste & déterminer le premier terme :

www.upsti.fr
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Les termes sous l'intégrale ne dépendent pas de la masse
(variable d’intégration)

/ " (AC A (i A AC))dm = m(AC A (@ A AC))
Pes

D’ot1 le théoréme de Huygens généralisé

Ta(S) - @ = Ia(S) - @ + m(AC A (@ A AC))

Déterminons AC A (@ A ﬁ) en fonction des coordonnées des deux vecteurs

i=(a,8,7) et AC = (a,b,0).

Ce calcul a déja été fait au paragraphe 3.0.1, on a :

V+c2 —a-b —a-c Q@
144(5/\(17/\/@): —a-b a4+ —b-c || B
—a-¢c —b-c a®+b? 0%
¥+ —a-b —a-c Q
I4(8)-u=1g(S)-u+m- —a-b a’+c* —b-c N G
—a-¢c —b-c a®>+b? ~y

CQFD

M\ Attention

Cette relation n’est valable qu’entre le centre de gravité G de S et un gutre point. Si on veut passer
d’'un point A a un point B, il faudra passer d’abord de A a4 G et ensuite passer de G a B.

3.6 Matrice d’inertie en G de quelques solides élémentaires

3.6.1 Parallélépipéde

b2 2

me ¢ 0 0
7 12 ) )
s = 0 m® e 0

12
0 0 a® + b?
12 (7,7,2)
www.upsti.fr
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3.6.2 Cylindre creux
| R R2 4 42 2
+7r h
- CED " ( VR 12> 0 0
= R24+ 2 R2
! I = _
(G,S) 0 m ( 1 12) 0
= [ oAenall 2 2
X 2 (=—2)
4 =8
3.6.3 Sphére creuse
5 5
R Zﬂ R —r 0 0
) 5 R3 —p3
= 2m R — r®
1 = 0 0
(@.5) 5 R3 — 3
g 0 0 2m R — ¢
) 5 R3—p3

4 Le torseur cinétique

4.1 Cas du point matériel M : comme en physique !

—

Pour un élément M de masse m de vitesse V) g relativement a un référentiel R on définit :
, —

® py/k = MV gr la quantité de mouvement ;

\ —
® ga Mk =AM AmVy g le moment cinétique en un point A quelconque .

W Remarque

Si I'on calcule o pr g il vient tres vite :

. — N
opM/E = 0anm/r+ BANDM/R

On reconnait alors la relation de Varignon !

Cela signifie que ’on peut définir un torseur appelé le torseur cinétique dont les éléments de réduction

sont :
PM/R
{Gwry =9 2,
OAM/R | 4

On Pappelle aussi torseur des quantités de mouvement.

www.upsti.fr
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4.2 Cas d’un ensemble de points matériels

La quantité de mouvement et le moment cinétique sont des grandeurs additives. On considére un
ensemble mécanique X constitué d’un ensemble discret de points matériels My, My, ... M, auxquels
on associe les masses mi,ma, ... My. Si les éléments de X sont tels que les distances mutuelles entre

chacun d’eux demeurent invariables alors ’ensemble mécanique est appelé solide invariable (ou plus
simplement solide).

p
Le torseur cinétique {CKZ/R} = E/R} a pour composantes :
OAS/R

® px/r la quantité de mouvement et elle vaut
2L —
—
Pk = Y miV, k
i=1

® 0,4 x/r le moment cinétique en un point A quelconque et il vaut :

n
. 7 —
Tasih =Y AM; AmiVig g
i=1

Bon trés bien mais ce qui nous intéresse nous.... Ce sont les solides!
4.3 Cas d’un systéme matériel F

% Définition Torseur cinétique

Le torseur cinétique est le torseur des quantités de mouvement d’un systéme matériel £ dans son
mouvement par rapport au repere R.

_ =
{CE/R} — pE/R:fPeE Ve/r - dm

TaE/R = Jpep AP AN Vp/R - dm
Avec :

s
e Vp/g : Vitesse du point P du systéme matériel E dans son mouvement par rapport au repére
R

y ——
® DE/h = fPeE Vp/r-dm : Résultante cinétique ou quantité de mouvement de I'ensemble matériel
E dans son mouvement par rapport a R

® OAE/R= fPeE ﬁ A Vp/r - dm : Moment cinétique au point A de I’ensemble matériel E dans
son mouvement par rapport & R.

4.3.1 Résultante cinétique

/v Propriété

La quantité de mouvement se calcule donc finalement comme :

www.upsti.fr
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_ — —
PR = | EVP/R'dm:mE‘VG/R
€

Démonstration :

Soit O un point lié au référentiel R et G le centre d’inertie de ’ensemble matériel F,| par définition
du centre d’inertie : mEO‘é = [per OD dm.

En dérivant par rapport au temps dans R : mpg - {%O@} L [% fPeE ﬁ dm}R

Compte tenu du principe de conservation de la masse, on peut permuter la dérivation par
rapport au temps et 'intégration sur la masse :

o ], 47, o

dt

On reconnait la vitesse du point G et celle du point P par rapport au repére R.

4.3.2 Changement de point

/‘ Propriété

On peut donc écrire :

H H
oB,E/R =0AE/R T BANDE/R

ou

N N — e
0B,E/R =0AE/R+BANME-Vg/r

Démonstration :

O-A,E/R:/I; Eﬁ/\Vp/Rdm
€

UB,E/R:/ ﬁAVp/Rdm: (ﬂ+ﬁ)/\Vp/3dm
PcE PcE
UB,E/R_/ B—1>4/\Vp/Rdm+/ ﬁ/\Vp/R‘d’ﬁl
PeE PeE
N - g —
O—B,E/RBA/\/P EVP/R'dm+O—A,E/R
€

On reconnait la relation de changement de point d’un torseur, le champ des moments cinétiques
04,r/k st équiprojectif.

www.upsti.fr
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4.3.3 Cas du solide indéformable

Soit S, un solide indéformable de masse m.

L’hypothése de solide indéformable, permet d’associer les propriétés du champ des vecteurs vitesses
d’un solide aux propriétés du torseur cinétique. Ainsi, pour P et A deux points liés au solide, la relation
de composition des vitesses permet d’écrire :

Vpes/r = Vaes/r + Qs/r N AP

——
avec {dg/g : le vecteur rotation du solide S par rapport au repere R.

Pour un solide S le torseur cinétique s’écrit :

. —
[Cs/n) = Ps/k = [pes Vpes/r - dm
oas/k = Jpes AP NVpes/p-dm | |

et la résultante cinétique :

, — —
Ps/k = s Vp/r-dm =mg - Vges/r:
c

/v Propriété
Finalement, le moment cinétique d’un solide indéformable dans son mouvement par rapport & un
repére R devient

oas/k=1a(5) Qs/p + msAG A Vies/r

Démonstration :

En faisant intervenir le point A dans la détermination du moment cinétique d’un solide indéfor-
mable, on obtient :

OAS/R = /P SﬁAVpes/R-dm
JPe
:/ AP A (Vacs/ + Qg A AP) -dm
Pes

:/ ﬁ/\VAeg/R-dm+/ E@A(QS/RA/@).dm
PeS PeS

- </ ﬁ.dm>AvAGS/R+/ ﬁA(QS/RAﬁ>.dm
JPeS PeS

On reconnait :
e dans le premier terme la définition du centre d’inertie G :

/ ﬁ -dm = msﬁ
J PeS

www.upsti.fr
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e dans le deuxiéme terme 'opérateur d’inertie du solide S au point A appliqué au vecteur :

/ AP A (QS/R/\ﬁ) -dm = 14(S) - Qg/r
JPeS

gf Remarque

o Moyen mnémotechnique : « sigmA égal Jérome plus magva »
e (Cette relation est importante mais on s’attachera & l'utiliser dans les cas particuliers suivants

qui facilitent les calculs.

4.3.4 Expression pratique du torseur cinétique

- Le point A est confondu avec le centre d’inertie GG

L ==
oG.s/r =1c(S) - Qg/r

- A est un point fixe dans le repére R

_—
oas/r = 1a(S) - Qg/r

- Le mouvement du solide S par rapport au repére R est une translation

N e
OAS/R = mgﬁ/\ VAeS/R

W Remarque

Il est souvent préférable de calculer le moment cinétique soit au centre d’inertie, soit en un point A
du solide S fixe dans le repére R puis d’utiliser la relation de changement de point si nécessaire pour
le ramener au point d’étude.

4.4 Torseur cinétique d’un ensemble > de solides

Si on note ¥ un ensemble de n solides : {S1,So,...,S,}, alors :

{Cs/r} = ﬁ: {Cs./r}

On a donc
n
N — —
Ps/k =mxVas /R = Z miVa, s:/R
i=1
et
n
—_ —
OAY/R = ZUA,Si/R
i=1
avec :

Gy, centre d’inertie de X et my la masse de X.

www.upsti.fr
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o . R < g
Bilan, cas particuliers et formules a utiliser
Pour calculer le torseur cinétique d’un solide S indéformable dans son mouvement par rapport & un

référentiel R, on utilisera donc les expressions suivantes :

—
ps/r =mVa s/r

% pr— = >
(/) { oas/r=1a(8) Qg/p+ mAG A Va,s/r

e

La difficulté essentielle est de calculer le moment cinétique. Selon le point choisi ou selon le mou-

vement du solide S dans R la formule générale peut se simplifier.

On utilisera donc les formules suivantes :

[ ]
_ N .
oas/k=1a(S) Qs/r+ mAG A Va,s/r

relation de transport du moment cinétique :

—
0AS/R=0BS/k+ AB A mVa, s/r

si A € S et fixe dans le référentiel R (VA,S/R = ﬁ) alors :

, = N
oas/k=1a(8) Qg/r

en G centre d’inertie de S, on a

, = N
oa.s/r=1c(S) Qs/r

si S est en translation par rapport a R, alors en G :
- —
oas/k=0

si S est en rotation autour d'un axe A(A, ) fixe dans R, alors

—_
oAs/R-U=1IAsSws/R

www.upsti.fr
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