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Feuille d’exercices n°64

Exercice 1 (*)

Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé et X variable aléatoire de loi Z2(\) avec A > 0. Justifier que

admet une espérance finie puis la calculer.
X +1 P P

Corrigé : Par transfert, il vient

1
X1l d’espérance finie < Zn n 1IP(X = n) converge absolument
)\n—i—l e—)\
— ZWT converge absolument

La famille étant a termes positifs, on a

oo \ntl g=A g Aiooym oA
- A (1)<
P3N g s R W w D ien Bl (% —1) <o

Ainsi La variable

1 1 1—e?
] est d’espérance finie avec £ <X n 1) = /\e .

Remarque : Pour justifier que la variable est d’espérance finie, on peut aussi observer

1
X+1
que celle-ci est bornée.

Exercice 2 (*)

Soit (€, .«7,P) un espace probabilisé et Xi,...,X,, des variables aléatoires dans L2 On note la

matrice des covariances ¥ = (COV(Xi,Xj))1<i7j<n. Montrer

Y e S HR)

Corrigé : L’ensemble L? posséde une structure d’espace vectoriel et par linéarité de 1'espérance,
la forme

(X,Y) = Cov(X,Y) = E((X - E(X))(Y - E(Y)))
est bilinéaire symétrique sur cet espace. Pour U € ., 1(R), on trouve
i=1 j=1 i=1
Par caractérisation d’une matrice positive, on conclut

¥ e ZHR)




Exercice 3 (*)

Soit (92, 7, IP) espace probabilisé et X, ..., X,, variables aléatoires indépendantes avec X; ~ Z(\;)

n
et les \; > 0. Déterminer, de deux maniéres différentes, la loi de > X;.
i=1

Corrigé : On a Gy, (t) = e’V pourt € [0;1] et i € [1; n]. Par indépendance des X;, notant
Sp = >_X;, il vient
i=1

n

n n Ai(t—1)
vte[0;1] G, (t) = ] Gx,(t) = [T eN) = ei=l
i=1 =1

n
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on en déduit que S,, ~ & (Z)‘i) On peut pro-
i=1

céder par récurrence sur n. Considérons X et Y variables aléatoires indépendantes avec X ~ Z(\)
et Y~P(u), A,iu >0.0na (X+Y)(Q) C N puis pour n entier, il vient par probabilités totales

+0o n

PX+Y=n)=>YPX=kY=n—k)=> PX=kY=n—k)

k=0 k=0

n )\k,unfk e~ (A tu) n ef(Hu)(/\ + M)"

= _(>‘+H’) — n )\k n—k —
T ) 2 () A

k=0 : n' k=0 TL'

L’hérédité de la récurrence s’ensuit. On conclut

i=1 =1

Exercice 4 (*)

Soit f : R — R convexe dérivable, (€2, o7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
réelle telle que X et f(X) sont dans L'. Montrer

FEX)) <E(f(X))

Corrigé : La fonction f est convexe donc son graphe se situe au dessus de ses tangentes. En
particulier, on a

VeeR  f(2) 2 fEX) (@ —E(X)) + F(EX))

d’o FX) = FEX)X - E(X)) + f(E(X))

Passant & I'espérance, on conclut FEX)) < E(f(X))

Exercice 5 (**)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé et X, Y des variables aléatoires indépendantes de loi géomé-
trique de paramétres respectifs p et ¢ dans |0;1[. On note A la matrice aléatoire réelle définie

par
_(Xw) 1 )
Vw € Q2 Alw) = ( 0 Y(w)
Déterminer P(A diagonalisable)



Corrigé : Soit w € Q. La matrice A(w) est triangulaire donc son spectre se lit sur la diagonale
avec

Sp (A(w)) = {X(w), Y(w)}
Si X(w) # Y(w), d’aprés la condition suffisante de diagonalisation, il s’ensuit que A(w) est dia-
gonalisable. Supposons ensuite X(w) = Y(w). Si A(w) était diagonalisable, elle serait semblable
a la matrice X(w) I et serait donc égale a cette matrice (d’homothétie) ce qui n’est pas le cas.
On a donc

Yw € Q A(w) diagonalisable «—= X(w) # Y(w)

Autrement dit {A diagonalisable} = {X # Y}

D’aprés ce qui précéde, on a

P(A diagonalisable) =P(X #Y)=1-P(X=Y)=1— +ioIP)(X =n) xP(Y =n)

n=1
d’ou
. . = _ _ pq pq
P(A diagonalisable) =1— > p(1—-p)" 1 xq(1—¢)" ' =1- -1 7
( ) ZHD) = 1-(1-p-q P+a—pq
-2
Ainsi P(A diagonalisable) = Pt+a=2pg
pP+q—pq

Exercice 6 (**)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi géométrique de paramétre p € [0;1[ et Y,, = min(Xy,...,X,) pour tout n entier non
nul.

1. Déterminer P(Y,, > k) pour tout (n,k) € N* x N.

2. En déduire que pour n entier non nul, la variable aléatoire Y, suit une loi usuelle dont
on précisera le paramétre.

Corrigé : 1. Soit (n,k) € N* x N. On a

P(Xn>k):1@< | | {Xn=€}>: Y PX,=0)= ¥ pll—p)!

(—ht1 t=k+1 (=k+1
1
—(1-p
Puis {Yo >k} = {min(Xy,..., X,) >k} = [ {X; > k}
=1

Comme les X; sont indépendantes, il s’ensuit

P(Ya > k) = [T P(X; > k) = T1(1 - p)*

i=1 i=1

Ainsi V(in,k) eN*x N  P(Y, >k)=(1-p)kn

220na  {Y,=k}={Y,>k—-1}~{Y, >k} et {Y,>k}C{Y.>k—-1}

3



d’ou
P(Y, = ) = B(Yy > k= 1) = B(Y, > k) = (1= p) =" = (1 = )" = (1= p)<-D(1 = (1 p)")

On conclut

La variable aléatoire Y,, suit une loi géométrique de paramétre 1 — (1 — p)™.

Exercice 7 (**)
Soit X variable aléatoire de L2, & valeurs dans N et telle que E(X?) # 0.

1. Etablir P(X # 0) < E(X)

V(X)
V(X) + E(X)?
Corrigé : Avec e = 1, on a {X > e} = {X # 0}. D’aprés l'inégalité de Markov, il vient
P(X #0) < E(X)
2. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

E (X1 pcr0y)” < E(X)E(12y ) = E(X3P(X # 0)

En remarquant I'égalité X = X1 x.0y, on obtient

2. Etablir P(X=0) <

Ainsi 1-P(X=0)=P(X #£0) >

Finalement P(X=0) <

Exercice 8 (**)

Soit (£2,.o7,IP) un espace probabilisé et (X; ), <ij<n des variables aléatoires réelles discretes in-

dépendantes d’espérance finie égale & . On pose
Yw € () M(W) = (Xi’j(w))lgi,jén € %H(R)

Soit A réel. Justifier que yy(\) est une variable aléatoire réelle discréte d’espérance finie puis
calculer E(xm(A)).

::]:

Corrigé : Soit A € .#,(R). On rappelle que det A =

£
i

()\5@ o Xi,o(i))

@i o (i) S0it A réel. On a

Il
—

xu(A) = det(XL, = M) = > (o)

oES,

On en en déduit que xp(A) est bien une variable aléatoire réelle discréte en tant que fonction de
variables aléatoires réelles discrétes. Comme les X; ; sont indépendantes et d’espérance finie, il

s’ensuit que les variables aléatoires H ()\5, o) — X J(,)) sont d’espérance finie et par combinaison
linéaire, on obtient que yn(\) egalement Par linéarité de l'espérance puis indépendance des

)\51'70-(1') - Xi,a‘(i)7 il vient

ECoiN) = 3 201 [T (Wiots ~ Xeow)| = 5 <(0)

n
0ESH =1 0ESH =1

E ()\5i,o(z‘) - Xi,a(%’))
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3

d’ou, par linéarité E(xm(N) = > e(o) ()\51-70(1-) — ,u) = Xui(N)

oEeSy i=1

avec J € #,(R) la matrice constituée de 1. Notant U la matrice colonne formée de 1, on a
JU=nJetrgJ =1doudimEy(J) =n—1et n e Sp(J). Par conséquent, la matrice J est
diagonalisable avec J semblable 4 D = diag(n,0,...,0). On conclut

E(xam(N) = xu(M) = x,(A) = (A = np)A"!

Exercice 9 (**)

Soit (€2, 7, P) espace probabilisé, n un entier non nul et (X;);<;<, des variables aléatoires indé-
pendantes de loi de Poisson de paramétre § > 0. Pour i € [1; n], on pose Y; = 1x,—¢} puis on
note

2. Etablir V(U,) < —

3. On définit ¢ sur N par
VieN () =P(Xy = 0[S, =)
Déterminer une expression de (j) pour j € N.
4. On pose V,, = ¢ (S,,). Montrer que V,, € L2.
5. Déterminer E(V,,) et Comparer V(V,,) a V(U,).
Corrigé : 1. Pour ¢ € [1; n], la variable aléatoire Y; = Ix,—q} suit une loi de Bernoulli de
paramétre P(X; = 0) = e . Par linéarité de I'espérance, il vient

B(U.) = 2E(Y:) = E(Y)

Les variables Y; sont indépendantes comme fonctions de variables aléatoires indépendantes d’ol

n=i=1

Vie[l;n] Y~ B(e?) E(U,) =e"? V(U,) =

1
2. La fonction t € [0;1] — ¢(1 — ¢) admet un maximum en t = 5 avec

1 1 1
. — < = _ ] = =
vVt e [0;1] t(l—1t) < 5 (1 2) 1

Ainsi V(U,) < —
insi (Un) ym

3. Soit 7 € N. On a
P(X, =0,y Xi=j) PX;=0,2%; =)
P(X;, = =)= =1 _ =2
(X1 = 0[S, =17) P(S, = j) P(S, = )
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n
Les variables X et > X; sont indépendantes comme fonctions de variables aléatoires indépen-
i=2
dantes. De plus, une somme de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson suit une
loi de Poisson de paramétre la somme des paramétres (résultat classique, a savoir refaire) d’ou

Sp~ Z(nh) et Zn:Xi ~ P((n —1)0). Par conséquent
=2

P, = OB(OX; =) ool DO i

P(X; = 0[S, =j) = P(S, = j) B (nJH')]

Apreés simplification, on obtient

I
~
N
S
—_
~—
.

VieN () =P(Xy = 0[S, =)

—1\5»
4. On a Vi, =0(S,) = (nn )

La variable V,, est bornée, a valeurs dans [0; 1] clairement, et par conséquent

V, € L2

5. La variable V,, est dans L? et donc dans L' avec

2 ((n—1)0)*
E(V,) = kzo((n Kl Lk e = en1tn)l — =0

D’apres la relation de Konig-Huygens, il vient
V(Va) =E(V;) - E(V,)?

+00 1 _ 1 2 k . 1 2 ,
Puis E(VZ) = > - (M) e ™ = exp [—(n )6 _ n@} =e Yen
k:Ok! n n

D’oi V(V,) =e 2 (en —1)

Par concavité, pour a € ]0; 1], il vient

Yu >0 afu—1)=>u*—1

0

En appliquant cette inégalité avec o« = 1/n et u = e, on obtient

L(e? 1)zt

26

Et en multipliant par e =<, on conclut

V(Vy) < V(Uy,)

Commentaire : En statistique inférentielle, la variable aléatoire S, est dite ezhaustive. Si
(X1, ..., X,) représente notre observation, la variable S,, contient, d’une certaine maniére, toute
I'information de I’échantillon. La variable U,, fournit un estimateur simple de e =% mais la variable
V,, obtenue par conditionnement par rapport a S,, fournit un estimateur de cette méme quantité
e’ (car E(V,) = e7?) et plus performant car de variance inférieure. En un certain sens, le
conditionnement équivaut & une projection orthogonale ce qui permet de construire un estimateur
de variance minimale. On parle d’estimateurs UVMB : uniformément de variance minimum
parmi les estimateurs sans biais.




Exercice 10 (**)

Soit (£2,47,P) un espace probabilisé et (¢;);>1 une suite de variables aléatoires dans L? avec
E(er) = 0 et V(ex) = o2 pour k entier non nul.

1. Les variables (ej),>1 ne sont pas forcément indépendantes mais vérifient ¢; 1L ¢; si
li — j| > 1 avec i, j entiers non nuls. Etablir

1n
Ve >0 ]P’(—ZQZ&“)—)O
ni=1

n—oo

2. Généraliser ce résultat si les variables (e4)x>1 vérifient ; L ¢; si |i — j| > k avec k entier
et 7, j entiers non nuls

Corrigé : 1. Soit ¢ > 0. D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, on a pour n entier non

nul
IP’( Lol > ) <3 V(an )
—2. & Z2¢€) X 5 &;
Ni=1 ne i=1
n n n—1
puis V(>e)=>V(e)+2 >, Cov(e;,e;) =no*+2> Cov(e;,eiqr)
i=1 i=1 1<i<j<n i=1

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Cov(ei,ei41) < o(ei)o(eipr) = o2

Ainsi V(X&) < no?+2(n—1)o? = O(n)
i=1
1 n
On conclut Ve >0 ]P’( —> e = 6) —0

2. On adapte avec
n n—k
V(> &) =no®+ 23 [Cov(ei,gi1) + ... + Cov(es, g0k) < no? + 2k(n — k)o? = O(n)
i=1 i=1

Le résultat suit.



