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Feuille d’exercices n°65

Exercice 1 (**%*)

Soit (€2, 27, P) un espace probabilisé et (A,), une suite d’événements. On note
A = « une infinité d’événements A,, est réalisée »

1. Montrer que A est un événement.
2. Si la série Y P(Ay) converge, montrer que P(A) = 0.

On suppose désormais les événements (A,,), indépendants.

N N

3. Montrer V(n,N) € N? P <ﬂ A_k> < exp <— ZP(Ak))
k=n k=n

4. On suppose que » P(A,) diverge. Montrer que P(A) = 1.

Corrigé : 1. On a A = {w € Q | w appartient & une infinité de A,,}

Ainsi, 'ensemble A s’écrit A= m U Ay

neN k>n

Par stabilité par intersection et union dénombrables, il s’ensuit

’L’ensemble A est un événement. ‘

2. Par continuité décroissante, on a

+00
et d’apres I'inégalité de Boole P <U An> < Y P(A,)
n>=N n=N

le majorant étant le reste d’une série convergente donc de limite nulle. Par comparaison, il vient

P(A) =0
3. Soit (n,N) € N2 On a par indépendance
N N N
P& ) = TTP (&) = [T (1-P(A)
k=n k=n k=n

Avec I'inégalité de convexité 1 + x < e” pour tout x réel, on obtient

V(n,N)eN? P (ﬂ A_k> < exp <—§P(Ak))

4. Par continuité décroissante, on a



N +o0
() e (0)
k=n k=n

et exp (—é?(AQ) —0

N—+o00

N
puisque Y P(Ax) — +oo (série divergente a termes positifs). Par comparaison, on a donc

k=n N—+oo
+00
VneN P (ﬂ A_k> =0
k=n

Une union dénombrable d’événements négligeables étant négligeable, il s’ensuit par continuité
croissante

+00 +0o0
]P’(ﬂAk) m]P’(U ﬂAk> =0
k=n neN k=n

Par complémentation, on conclut

Si la série > P(A,,) diverge, alors on a P(A) = 1.

Remarque : Ces résultats sont connus sous le nom de lemmes de Borel-Cantelli.

Exercice 2 (**%*)

Soit s > 1 et (N*, P(N*),P) espace probabilisé tel que

A
Vn € N* P({n}) = 5 avec A réel

On pose Vp € N* A, ={n € N* | p divise n}
et on note P 'ensemble des nombres premiers.
1. Déterminer la valeur de \.

2. Montrer que les événements (A,),cp sont indépendants.

) 1\
3. Etablir 'égalité C(s)=11 (1 - —)
peEP ps
Corrigé : 1. Par o-additivité, on a
+00 too 1
zllP’({n}) =P(N*)=1=X{(s) avec ((s)= 215
1 +00
Avec \ = O] > 0, on a bien P({n}) > 0 pour n entier et > P({n}) = 1 ce qui prouve que P
S n=1
définit bien une probabilité sur (N*, P(N*)). Ainsi
1
¢(s)
2. Soient py,...,p, des nombres premiers distincts. En particulier, les p; sont premiers entre eux
et il vient
ﬂAm ={neN" |Vie[l;n] p;divisen}= {n € N | Hpi divise n} =A,
i=1 =1



Puis, pour p entier non nul, on a

P(A) =P ({ph ke N = 5 - —26) _ L

Ainsi <ﬂApL>— ; 12[l ITP(A,)
(ftn) =7

i=1 H Di =1
i=1

Ce qui prouve Les événements (Ap)pep sont indépendants.

3. Le seul entier qui n’est divisible par aucun nombre premier est 1, autrement dit
{1} = ﬂ Ap
peEP

Notons P = {p,,n € N*}. On sait que I’ensemble P est une partie infinie de N donc dénombrable
ce qui justifie la numérotation des nombres premiers. On a par continuité décroissante puis
indépendance des A,

- ({5) - (1)

n=1
. . N 1
Dot P =A== =11 (1-+)
ou —A=— = .
g(S) pEP ps
1\ L
Passant & I'inverse, on conclut ((s) = <1 — —>
pEP D’

Exercice 3 (***)

Soit (€2, .27, P) un espace probabilisé, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi & valeurs dans N et N une variable aléatoire indépendante des X,, a valeurs dans N.

N(w)
On pose Yw € ) Sn(w) = > Xg(w)

1. Justifier que Sy est une variables aléatoire discréte.
2. Montrer I'égalité Gg, = Gy o Gy, .-

3. On suppose X; et N d’espérance finie. Montrer que Sy est d’espérance finie et préciser
E(Sx) en fonction de E(N) et E(X;).

4. On suppose que X; ~ ZB(p) et N ~ P()\) avec A > 0. Déterminer la loi de Sy.
5. Retrouver le résultat précédent sans passer par les fonctions génératrices.

Corrigé : 1. On a clairement Sx(£2) C N puis

+00

Vk € N {SN:k}:|_|<{N:n}ﬂ{izn:1Xi:k}>

n=0



n
et > X; est une variable aléatoire comme fonction du vecteur aléatoire (X, ..., X, ). Ainsi, pour
i=1
k entier, I'ensemble {Sx = k} est une union dénombrable d’événements donc un événement ce
qui prouve

’L’application Sx est une variable aléatoire réelle discréte.‘

2. Soit t € [0;1]. Par transfert puis probabilités totales avec le systéme complet ({N =n})
et indépendances des X avec N, il vient

neN

Gen(t) = gtjP(SN —j)= gﬂ' (Z:;IP ( éxk ~jN=n))
_ ;iz (:i;m@ <§1X'“ _ j) P(N = n))

D’aprés le théoréme de Fubini pour des familles a termes positifs et indépendance des X;, on
obtient

Gost) = 55 (S0P, = 1)) PN =) = 556, (0PN =) = 55, (07PN =

n=0 \ j=0

D’ou GSN = GN ©) le

+00

3. On a Gy et Gy, dérivable en 1. Comme Gy, (1) = Y P(X; = k) = 1, on a donc Gy o Gy,
k=0

dérivable en 1 ce qui prouve que Sy est d’espérance finie et on trouve

E(Sx) = G, (1) = G, (1)Gy 0 Gx, (1) = Gx, ()G (1)

On conclut La variable Sy est d’espérance finie et E(Sy) = E(X;)E(N).

Remarque : La derniére égalité est appelée identité de Wald.

4.0n a
Vte[0;1] Gsy (t) = Gn(Gx, (1)) = Gu(pt + 1 — p) = XPIHL=P=D = gAp(t=1)
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, on conclut
Sx ~ Z(pA)

5. Soit k € N. La famille ({N = n}), .y est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule
des probabilités totales, il vient

+00 +00 n
P(Sy = k) = SSB(Sx = kN =) = SP (35X = kN =)
n=0 i=1

n=0

Les variables X; et N sont indépendantes d’ou

P(Sx = k) = :ZOZP <éx _ k> P(N = n)

On a Y X;~%A(n,p) dou P <Z:XZ = k) = 0 pour n < k et par suite
i=1 i=1
oo n +00 . k)\n
Py = 1) = S (S5 = 1) PN = ) = 5 ()1 —py e
\ (), = (A0 =)
D’ P =k) =
ot Vk € N (Sx = k) e nz::k ORI



Avec le changement d’indice ¢ = n — k, on reconnait une exponentielle

_ _ ()‘p)k X ()‘(1 _p))f _ ()‘p)k “AaA(1-p) _ ()‘p)k “ap
Vk e N P(Sx = k) = 1 © ggo 7 =0 e =7
Ainsi Sn~ Z(pA)

Exercice 4 (***)

Soit (2, &7, IP) espace probabilisé, (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
n

P(N) avec A > 0 et S, = > X;. Pour ¢ > A\, montrer qu’il existe r € |0; 1] tel que
i=1

Vn € N P(S,, = nc) <"

Corrigé : Soit ¢ > 0 et n > 1. Par croissance stricte de u — ¢™, on a {S,, > nc} = {er > e},

A" e!\)"
La série Zet”me_A = e_’\z% converge (série exponentielle) et par transfert, on a

+00 n ‘
E(etxl) — Zet”—e_’\ — eAe'-1)
n=0 n!

Sn _

n
La variable e [T e™* est d’espérance finie comme produit de variables indépendantes

k=1
d’espérance finie. D’aprés I'inégalité de Markov avec la variable alétoire positive e®>* et par

égalité en loi des X, il vient

P(Sn > nc) —P (etS" > etnc) < e—tncE (etSn) — e—tncE <ﬁ eth) — e—tncE (etxl)n
k=1

Ainsi Vi>0  P(S,=nc) <exp(np(t)) avec o(t) =—tc+ Ne'—1)
D’aprés les théorémes généraux, on a ¢ € €1(]0;+00 [, R) et

Vit >0 go’(t)z—c—l—)\et<0<:>t<ln(§) avec ln(§>>0
D’ou P(S,, > nc) < exp [mp (ln (g))}

. & .
Comme (1) v 0 et que ¢ décroit strictement sur } 0;ln (X) [, on en déduit
—

o(n(3)) <o

On conclut dre]0;1] | YneN  P(S, =nc) <r"

Variante : On peut aussi observer
o(t) = —tc+A(1+t+o(t)—1)=t((A—c)+o0(1)) avec A—c<0
_)

On en déduit que la fonction ¢ prend des valeurs strictement négatives au voisinage de zéro ce
qui permet de conclure.



Exercice 5 (***)

Soit (€2, 7, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle positive d’espérance finie.

1
Montrer PX>z) = o <—>

T—+00 €T

On pourra commencer par le cas X(Q) C N.

Corrigé : Soit x > 0. En s’inspirant de la démonstration de 'inégalité de Markov, on écrit
X 2 Xl xzay 2 v1ixza
La variable X1 x>, est donc d’espérance finie avec
E(XLixzqa}) 2 2P(X 2 )
Supposons X(2) C N. On a
0 < E(XLixze}) < E(XLixz(a)y) = szJkMX = k)

La série Y kP(X = k) converge et par conséquent, son reste est de limite nulle d’ot

S EP(X = k) —— 0

k:\_ﬂﬁj r—+00

Et dans le cas particulier o X(£2) C N, on a donc prouvé

PX>zx) = 0<1)

T—+00 T

On ne suppose plus désormais que X est a valeurs dans N. Si X(2) est fini, alors X1 x>,} est
nulle pour x assez grand et le résultat est trivial. Sinon, on note X(§2) = {x,,n € N}. Il vient

+00
E(XLixza}) = 2 Tnlio, | (@)P(X = z,)
n=0

On pose V(n,z) € Nx]0;+00] Up(2) = 21100, (2)P(X = )

La série de fonctions ) u, converge normalement et donc uniformément sur | 0;+o0 [ puisqu’on
a pour n entier ||u,|le = z,P(X = z,,), terme de série convergente du fait de I’espérance finie.
Et on a

Vn € N Up () —— 0

T—+00

Ainsi, par double limite, il vient

+00

+00
2, un(®) T 2, lim () =0

autrement dit E(X1xs,) —— 0
T—+00
1
On conclut PX>z) = o (—)
T—+00 T




Exercice 6 (****)

Soit (€2, o7, P) et (X,),>1 une suite de variables aléatoires discrétes a valeurs dans N de méme
loi. On pose

V(w,n) € 2 x N* R, (w) = Card {X;(w),...,Xp(w)}

1. Etablir V(n,a) € N? E(R,) =a+nP(X; > a)
2. En déduire que si X; est d’espérance finie, alors E(R,) = o(y/n).

n—+0oo

Corrigé : 1. Soient a et n entiers. On a

{Xp, .., Xn} ={Xy, .. .. X, N[0 a—1]U{Xy,.... X, } N [a; +00]

d’otl R, = Card {Xy,...,X,} N[0;a—1]+ Card {Xy,...,X,}N[a; +00]
On a Card {Xq,...,X,}N[0;a—-1]<a
Puis Card {Xy,..., X, N[a; +00] < D 1x,5a

k=1

Toutes les quantités étant finies, il vient par linéarité de I'espérance
V(n,a) € N? E(R,) < a+nP(X; > a)
lev/n]. On a

ERn) <evn+nP (X; > [ev/n])

Puis, pour n assez grand tel que Lg\/ﬁj >0, on a

nP (Xy > |ev/n]) =

2. Soit € > 0, n entier non nul et a =

+00 +00

+00
kZLE\/ﬁJ n—o0

en tant que reste de série convergente. Ainsi

P(X; > [evii]) = v/

lev/n)
=0(1)

d’on E(R,) < vn(e+o0(1))

et comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on conclut

E(R,) = o(yn)

n—+oo

Exercice 7 (***)

Soit (2, <7, P) un espace probabilisé et (Xy)g>1 une suite de variables aléatoires indépendantes

de loi géométrique de parameétre p avec p € |0;1[. Pour n entier non nul, on note S,, = > X;.
k=1



1. Montrer P (Sn > 22) — 1 et P <Sn <

p n—o0

Dans ce qui suit, on note

Vn € N* An:{Sn>2£} et Bn:{Sngﬁ}

P 2p
2. Montrer Ve >0 (‘Aretan — —‘ 8)
) 72
3. Etablir Ve eR |Arctan x — x| < 5

4. Montrer qu’il existe un réel ¢ a préciser tel que

n—0o0

Ve >0 ]P’(‘n(%—Arctan( >—€‘ )—)O

Corrigé : 1. D’aprés la loi faible des grands nombres, il vient

S, 1
(
Soit n entier non nul. On a

1
— == >—)—>0
(-3 5 o> ol <)
n o p 2p 2p 2p

2p/ n—oo

nop

S, 1] 1
Ainsi 0<P(Sn<£><P<———> )
2p n 2p
n n
et comme les événements {Sn > 2—} et {Sn < 2—} forment un systéme complet, on conclut
p p

P(Sn>2£)—>1 et P(Sngg)—ﬂ)

p n—oo p n—oo

2. Soit € > 0. Comme Arctan (r) —— g, on dispose de A > 0 tel que pour z > A

T—+00
m
’Arctan (x) — 5’ <e

On décompose

{’Arctan — —’ 5} = {‘Arctan (Sn) — —‘ g,S, > Q_p} {‘Arctan (Sn) —

n
Pour n assez grand, on a 2 > A et par conséquent
P

HMmm ——) }:@

d’ou (‘Arctan - —‘ ) P(B,)
Et on conclut Ve>0 P (‘Arctan (Sn) — g‘ > €> — 0
n— oo

3. La fonction Arctan est de classe €2 sur R avec



2z
(1 + 22)?

20z 1
t Y R Arctan” = — <
e T € |Arctan”(z)| 2152

Vi € R Arctan”(x) = —

2 ||

isqu’ <1 <= (jz[-1)*>0
puisqu’on a 1422 (|| )
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, on conclut
72
Vr e R |Arctan = — x| < 5

4. Soit € > 0. Pour n entier non nul, on a

C, = {‘n (g — Arctan(Sn)> —p’ > 5}
et on décompose C,=(C,NA,)U(C,NB,)
d’ou P(C,) < P(C,NA,)+P(B,)

SiS,>0,o0na

1
‘Arctan (Sn) — g’ = g — Arctan (S,,) = Arctan (S—)

n

) Arcta ( 1 > 1 - 1
S rectan [ — | — —| <
i S,/ S, 28,2
d’ot Arctan ( ! ) i < i
oll n Arc — ] - —I K
Sh Sh 2(S,)?
11 vient
1 n
C,NA, = { n Arctan <—> —p|l =¢S5, > —}
Sh 2p
1 n € n n € n
T s Y
C {n rctan 3 3 5 S, > o U 3 P| 2 3 S o

Puis, on a I'inclusion

{ n Arctan <i> _

>£S>£}C{L>£S>£}C{Q_ﬁ>g}
So/  S.lT 277" 2p 2(8,)2 7 27" T 2 n =

et le dernier événement est vide pour n assez grand. Enfin, la fonction inverse est continue en

1
— > 0 d’ou, l'existence de > 0 tel que pour x > 0

p
| <
r——-|<n = |-—-p/l<=
P T 2
o 1 € 1
et par contraposition ——plz= = T——| 2N
x 2 P
S, 1
Ainsi, on obtient { i —p| = E,Sn > 1} C { — — - 7)}
Sn 2 2p nop
On conclut Ve>0 P (‘n (g — Arctan (Sn)> —p‘ > €> — 0
n—oo




