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Feuille d’exercices n°72

Exercice 1 (**%*)

Onnote E=%°([0;1],R) et F = ¢>°([0;1],R). Soit n entier non nul. On considére le systéme
différentiel

X! = DX + u(t)B (L)
1
T . . . 1
avec X = : D= O ’ Co B=|: u€E
Tn : - -0 1
0O ... 0 X\,

Le systéme est dit controlable si pour (Xo,X1) € 4, 1(R)?, il existe u € E tel que la solution de
(L) vérifiant X(0) = X, vérifie aussi X(1) = X;.
1. Résoudre le systéme différentiel (L).

Pour i € [1; n], on note ¢;(u) la valeur en ¢t = 1 de la solution particuliére de la i-éme
ligne de (L) qui s’annule en zéro puis on pose ®(u) = (¢1(u),. .., pn(u)).

2. Justifier que ¢; € Z(E,R) pour i € [1; n] puis ® € Z(E,R™).
3. Montrer que la liberté de (i1, ..., p,) équivaut a la liberté de la famille de F de fonctions

(fi,..., fa) avec fi : s+ e*(=%) pour tout i € [1; n].

4. Montrer ® surjective <= (p1,...,pn) libre

5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante de liberté de (f, ..., f,) portant sur les
A

6. Conclure en déterminant une condition nécessaire et suffisante portant sur les \; pour
avoir (L) controlable.

Corrigé : 1. Par variation de la constante, on obtient

¢
Vie[l;n] z;(t) = azetit + / e it=)y(s) ds
0

2. On a Vie[1;n] oi(u) = /16’\i(1_s)u(s) dt
Par linéarité du produit a droite et de l'intégrale, il so’ensuit

Vie[l;n] v € Z(E,R) et ®e Z(E,R")
3. Soit (aq,...,0,) € R". On a

n 1 n
Y, =0 <= YueE S azeri=)y(s) ds = 0
i=1 0 i=1

n

En choisissant u = >« f;, il vient par séparation de lintégrale (intégrande continue positive
i=1

d’intégrale nulle)



n n

Yo =0 <= > a;f; =0

i=1 i=1

On conclut (P15 -y 0p) libre <= (f1,..., fn) libre

4. Supposons ® surjective. Notons (eq, ..., e,) base canonique de R". Par surjectivité, pour tout
n

i€ [1;n], il existe u; € E tel que ®(u;) = ;. Soit (aq,...,a,) € R™ tel que > ay;p; = 0. 11
i=1

vient

) n
Viell;n] > wiluy) =a; =0
=1 N~
=i ;
D’ou la liberté de (1, . .., @,). Supposons ® non surjective. On a donc rg & < n. Par conséquent,

on peut trouver un hyperplan H de K" contenant Im ®. On dispose de (a, ..., a,) € K"\ {0k}
n
tel que 'hyperplan H est décrit par 'équation Y a;z; = 0. Comme Im & C H, on a

=1
Vue E Y aipi(u) =0
i=1

n

d’ou daip; =0
i=1
ce qui prouve le caractére lié de (¢1,...,@,). On conclut
¢ surjective <= (¢1,...,pn) libre

L’application D est linéaire et il s’agit donc un endomorphisme de H. Comme les f; sont non
nulles, elles sont vecteurs propres de D. Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes étant libre, on en déduit

(A1, ..., An) deux & deux distinctes <= (fi1,..., f,) libre

Remarque : Le sens indirect est immédiat par contraposée : si deux \; sont égaux, la famille
(fi,..., fn) contient deux éléments égaux.

6. On a X(1) — X(0) = ®(u)
d’ou (L) controlable <= & surjective
On conclut (L) contrdlable <= (\y,...,\,) deux a deux distincts

Exercice 2 (***%*)
Soient A et B deux matrices de .#,(C). On note [A,B] le commutateur de A et B défini par
[A,B] = AB — BA. On suppose que le commutateur [A, B] commute avec A et B. On pose

Vit eR gp(t) — o tA+B)gtALtB

Pour t réel, déterminer une expression de (¢) en fonction de [A, B].

Corrigé : On rappelle que pour M € .#,(C), la fonction t — e™ est dérivable avec
d

a [etM] — MetM — etMM



La fonction ¢ est dérivable comme produit de telles fonctions et on trouve
VteR @/(t) — _eft(AJrB)(A + B)etAetB + eft(A+B)etAAetB + eft(AJrB)etABetB
— e—t(A+B) (_BetA + etAB) etB

avec, par convergence absolue

+o00 +k
Vit e R — Be'® +eB = Z% [AFB — BA*]
k=1
On a AB — BA = [A, B]
puis A?B — BA? = A (AB — BA) + (AB — BA)A = 2A[A, B|

On peut alors conjecturer Vk € N*  A"B — BA* = kAR~ [A B|

L’initialisation pour k£ = 1 est déja faite. Supposons la propriété vraie au rang k entier non nul.
Il vient

AFIB — BAR! = A (A*B — BAF) + (AB — BA) A*
= kA¥[A,B] + [A,B]A* = (k + 1)A* [A, B]
ce qui clot la récurrence. Il vient
VieR  ¢(t) = et(AJrB)]:;Ojt]’f—k!k‘Ak1 [A,B]e®
Le commutateur [A, B] commute avec A et B donc A + B puis avec e et e “AB) et on obtient
VteR  @(t) = e HABetA [A Ble!® =t A, B]p(t)
Par analogie avec le cas dans C, on calcule

dt

[AB]

C [e7am] = (4, BloF1rm

+2

Enfin, les fonctions ¢ et t +— e = sont toutes deux solutions du probléme de Cauchy

X' =t[A,B]X
X(0) =1,

et d’aprés 'unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on conclut

+2
vieR o(t) = e zABl

Exercice 3 (****)

Soit A € #,(C). On considére ’équation différentielle
X' =AX (H)
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour avoir

VX € Sy X(t) — 0

t—+00

Corrigé : On a X(t) = e**X, pour tout t réel avec Xy € 4, 1(R). Soit A € Sp (A) et X, €
My, 1(C) avec X # 0 tel que AXy = AX,. Par continuité du produit matriciel, on a

N +tkAk N tk\k N k
eXy = lim (Zi>>{0= lim (Z“XO): lim (Z(tk) )one”‘Xo

3



Comme une des composantes de X, est non nulle, on obtient

eh Xy — 0 = e —0
t—+o00 t—+o00

Comme |e pour t réel, il s’ensuit que Re A < 0. Réciproquement, on suppose que
Re A < 0 pour tout A € Sp(A). On note E = ,(C) qu’on munit de la norme |M|; =

> |mij| pour M € E. Il s’agit d’une norme d’algébre qui vérifie, & I'instar de la norme

tA‘ — etReA

1<i,5<n

subordonnée, I'inégalité ||MX||; < [[M]1]|X|[y pour (M,X) € 4, (C) x #,,(C). D’aprés les
théorémes de d’Alembert-Gauss et de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique y 5 est scindé
dans C[X] et annulateur de A. Ainsi, il existe P € GL,(C) telle que P~*AP soit une matrice de
AM,,(C) diagonale par blocs de la forme

P'AP = diag(A1Ln, + T4, ..., A, + T)
avec les T; € #,,(C) triangulaires supérieures strictes et donc nilpotentes. Posons
D = diag(MILn,, ..., Avly,) et N =diag(Ty,...,T,)

On a clairement P~'AP = D + N avec N triangulaire supérieure stricte donc nilpotente et un
produit par blocs montre sans difficulté DN = ND. Par suite, notant p 'indice de nilpotence de
N, on a par commutation

YVt e R et = Pel(DAN)P-1 — PetDgtNp-1

p—1k Nk
avec e® = diag(e™1,,,,...,e™1, ) et eN=
=0 k!
’ - RN
On trouve  [le™P]ly = Yomy [e™| = SmpetBeM et [le™]); <n+ > —
k=1 k=1 = K!
Par croissances comparées, on obtient
le®ll1lle™]ly ——0
t—+o00
Pour Xy € 4, :(C), on a
VteR  [le™Xoll = [[PePe™P~Xo[ly < [P[lle™[l[le™ [P~ Xl
et on en déduit donc etAXy —— 0
t—+o0
Ainsi VX € Sy X(t) — 0 < VAeSp(M) Re A <0
—+00

Exercice 4 (***%*)

+00
Soit A : t — A(t) continue de R, dans .#,(R) telle que / |A(t)]|1 dt converge. Montrer que
0
toute solution de X’ = A(¢)X admet une limite dans ., ; (R) pour t — +o0.

Corrigé : Dans tout ce qui suit, la norme considérée est la norme || - ||;. Soit X solution de
X'=A(t)X. On note X" = (21 ... z,).Ona

Vi>0  X(t)=X(0)+ /OtX’(s) ds = X(0) + /OtA(s)X(s) ds

On observe sans difficulté



+00

+00o
/ |X'(s)|| ds converge <= Vi€ [1;n] / x}(s) ds converge absolument
0 0

t
et cette derniére condition implique la converge de / X'(s)ds pour t — +oo. La norme ||-||; vérifie

0
la propriété ||A(s)X(s)|| < ||A(s)|[|IX(s)]| pour tout s > 0 et combinée & 'inégalité triangulaire,
il vient

viz0  X@) < [IX(0)] +/0 [A()[IX(s)]] ds

Alors, d’aprés le lemme de Gronwall, on obtient

>0 X< IXOew ([ 1AG)1as) = o

t—+o00

d’on viz0 Xl = [AGOX@OI < TAGONIX@OI = O (1A@])

ce qui prouve U'intégrabilité de ¢ — || X(¢)|| par comparaison. Avec I’équivalence préliminaire, on
conclut

Toute solution de X’ = A(#)X admet une limite dans .#, 1 (R) pour ¢t — +o0.

Exercice 5 (***%*)

1. Montrer que 'exponentielle réalise une bijection entre les matrices nilpotentes et les ma-
trices unipotentes (de la forme I,, + N avec N nilpotente) de ., (C).

2. Quelle est I'image de ., (C) par 'exponentielle ?

Corrigé : 1. On rappelle que l'indice de nilpotence d’une matrice de .,(C) est majoré par n.
Notons N I'ensemble des matrices nilpotentes de .#;,(C) et considérons I'application définie par

VWNeN  pN)=eN-1,
Pour N € NV, on a

nlek’ n—1 Nk
eN:Z_':In+N’ avec N' =3 ——=NxP(N) ou PeC[X]
k=0 k! =1 k!

La matrice N’ est donc nilpotente autrement dit I'application ¢ est définie de A dans N. Mon-
trons qu’elle est bijective. Si on travaillait sur R, la réciproque de ’application x — e® — 1 serait
x +— In(1+4 ) définie de | —1; +0o [ dans R. On connait le développement limité de z +— In(1+ )
et on va simplement adapter son usage aux matrices nilpotentes. Posons

n—1 Nk
WeN  p(N) = T (1)1

L’application 1 est a valeurs dans A puisque pour N € A, on a ¢(N) = Nx Q(N) avec Q € C[X].
Notons

B nflxk B n—1 kile
A=S o @ B= ()i
On a e’ =1 = A(z) +o(z"') et In(l+x) = B(x) + o(z™ 1)
et VNeN  o(N)=A(N) et ¢(N)=B(N)

Notons 7,1 le projecteur de C[X] sur C,,_;[X] parallélement a Vect (X* k > n). On a



etz _1 =g = Tn_1(AoB)(z)+o(z"1) et In(l4+e®—1)==z = Tp_1(BoA)(x)+o(z" 1)
T T—

Par unicité du développement limité, on en déduit
T-1(AoB)=X et m,1(BoA)=X
Or, pour N € NV, du fait du caractére nilpotent, on a exactement
po(N) =m,_1(AoB)(N) et ¢o¢(N)=m_1(BoA)N)
d’ott VWNeN  potp(N)=1vop(N)=N

On conclut

L’exponentielle réalise une bijection entre matrices nilpotentes et unipotentes de ., (C).

2. Montrons que exp (.#,(C)) = GL,(C). Soit B € GL,(C) avec Sp(B) = {A} ou A € C*.
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a

xs(B)=0 <= (B—\,)"=0

1
Par suite, la matrice N = X(B — Al,) est nilpotente et on a B = A(I,, + N). D’aprés le résultat

de la question 1 et d’aprés la surjectivité de exp : C — C*, on dispose de € C et M € ., (C)
tels que

A=et et I,+N=eM
d’ou B = eteM = grlntM

Généralisons au cas d’une matrice B € GL,(C) quelconque. Il existe P € GL,(C) telle que
P~!BP soit une matrice diagonale par blocs de la forme

P—1BP = diag(MLn, + Nis. .o, Ao, + N,)
avec les N; € #,,,(C) nilpotentes. D’apres le cas préliminaire, on a
d’ou P1BP = diag(eM:, ... eM) = exp [diag(My, ..., M,)]

et par suite B = Pexp [diag(My,...,M,)]P~! = exp [P diag(My, ..., M, )P~!]

On conclut exp (A#,(C)) = GL,(C)




