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Feuille d’exercices n°70

Exercice 1 (*)

L’application exp : 4, (K) — 4, (K) est-elle surjective 7 injective ?

Exercice 2 (**)

Résoudre les systémes différentiels suivants :

) ¥=3r—-—y+e! 5 ¥ =3r—y+e!
. y/:2x—e_t ' y/:233—et

Exercice 3 (*)

0 1 2ir 0
On pose A= <() 217r) et B= ( 0 —21#)

Calculer e®e®? et eATB. Qu’observe-t-on ?

Exercice 4 (*)

Soit E un K-evn de dimension finie et p un projecteur de E. Expliciter exp(p) puis calculer
det(exp(p)) et Tr (exp(p)).

Exercice 5 (**)

On considére 'équation différentielle linéaire d’ordre 3
2@ — 2 =0 (H)
1. Déterminer une expression réelle des solutions de I’équation différentielle (H).

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le triplet (x(0),2’(0),z"(0)) pour
avoir une solution (¢ — z(t)) convergente sur R,.

Exercice 6 (**)

Calculer e® dans les cas suivants :

L A— < 0 1> 2 1 1 2 1 =2
) - \—4 4 2. A=11 2 -1 3.A=(2 3 —4
1 1 0 1 1 -1
Exercice 7 (*)
Soit A € #,(K). Montrer qu’il existe N € N tel que
P AF
Vp > N Z_| € GLH(K)
=0 k!
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Exercice 8 (**)

Soit A € 4, (K). Montrer et € K[A]

Exercice 9 (*)

Soit M € ., (K) avec rg M = 1. Calculer eM.

Exercice 10 (**)

Montrer VA € #,(K) det exp(A) = expTr (A)
L’exponentielle est-elle surjective de .#,,(R) sur GL,(R)?

Exercice 11 (**)

Soit A € @4(R). Résoudre le systéme différentiel (H) : X’ = AX et préciser la nature des courbes
paramétrées par ¢ — X(t).

Exercice 12 (**)
Soit A : ¢t — A(t) continue de R dans 7, (R). Soit X : R — .#,,(R) dérivable telle que
VieR  X'(t) = A(t)X(t)
1. Montrer X(0) € O,(R) = VteR X(t) € O,(R)

2. Montrer X(0) eSO, (R) = VteR X(t) € SO, (R)

Exercice 13 (**)

Soit A € A#,(R). On munit .4, ;(R) de sa structure euclidienne canonique. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. A e 4,(R);

2. Toute solution de X’ = AX est de norme || - || constante.

Exercice 14 (**)

Soient A, B dans .#,(K). Etablir
AB=BA < VtcR  e!AtB) = tAe!B



