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1 Exercice 1 - Calcul de Matrice d’inertie

Les deuz premiers exercices sont tirés de D.Defauchy

Imaginons que nous disposons d’un plateau tournant autour d’un axe vertical Z
par un moteur fournissant un couple constant C', & partir d’une vitesse angulaire
nulle.

Il n’est pas nécessaire d’avoir fait tout le chapitre de Dynamique pour dé-
terminer I’équation du mouvement. Celle ci s’écrit :

C=Jb

—— Objectif
Déterminer le J, 'inertie & prendre en compte selon que le solide déposé sur le plateau soit un pavé ou
un cylindre.

Hypothéses :

e l'inertie du plateau est négligée
e les piéces adhérent parfaitement au plateau
e la gravité est négligée
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CPGE MP - S21 Cinétique TD ®

1.1 Matrice d’inertie d’un parallélépipéde rectangle

Soit le parallélépipéde rectangle de masse volumique constante suivant :

Zs
¢ —
Vs b
— =

Question 1  Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le repére (O, :L_‘;, Ys, 25 )

Question 1 :

G est a 'intersection des 3 plans de symétrie du solide : G ( , g, %)

Question 2  Déterminer la matrice d’inertie ?G(S) de S en G

Question 2 :

V =abc; m = pabc ;dV = dxdydz; Origine en G

A —-F —-F A 0 0
1G,8)=| -F B -D =.=|0 B 0
-F -D (C cB, 0 0 C G%Bs

La matrice en G est diagonale car on a au moins deux plans de symétrie parmi (G, 7, y_Z) , (G, 7, Z)
et (G, ﬁ, z_§) (attention, le G est important, le point d’expression de la matrice sous forme simplifiée
doit appartenir aux éléments de symétrie). Cela veut dire aussi :

D=FE=F=0

A/ (y2+22) dm = /yzpdV—i—/zdeV
S JS JS

& Attention

Les bornes de 'intégrale doivent étre centrées sur le point G.

a b c

% % 5 9 2 2 2 9
A= ,0/ / / y drdydz + ,0/ / / 2 dxdydz
Jr=—5 y:fﬁ~z:f§ r=—5 Jy=—3 J2=-7F
5 s 5 ! s
A—p/ dx/ ydy/ dz—l—p/ d:r/ dy/ z4dz
r=—5  Jy=—3 a=—3 v=—5  Jy=—3 Ja=-

b ab r 3q¢ ac b abc? abdc abc®  m o 4
—_— - ‘n: _—— —_—— = )— _— b
Flle=rgytrg =iy teg = 00+

oo Nfor
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Par analogie :

B/(:cz—l—zQ)dmm(az—l—cQ) ; C/(x2+y2)dmm(a2+b2)

S 12 o 12
0+ 0 0

I6(S) = 0 n(a®+¢?) 0

0 0 m (a* + b?) G5

Question 3  Déterminer la matrice d’inertie ?O(S) de S en O en utilisant le théoréme de Huygens
généralisé

Question 3 :

Bs
a
2
oG=|tb
3
b2+c? ab  _ac
4b 2+42 g;
J— C C
Io(8) = Ig(S) +m | —2 ot ke
__ac __be a’+b?
1 4 1 P8,
5 (b2 + 62) 0 0 m—bQZCQ —%Zal?z —rac
Io(S) = 0 B (a*+¢) 0 + | —Zab meE= —%bch
m 2 2 m m a
0 0 1 (@ +0%) | gme —fac  —fbe mps Jy
m n m idm m
avec: —+— = — = —
12 4 12 3
% (b2 + 02) —rab —qrac
Ip(S) = —Tab 2 (a* 4 c?) — b
—Tac —be = (a2 + b2) 0.Bs

Question 4 Déterminer la matrice d’inertie ?O(S) de S en O par la méthode intégrale

Question 4 :

On change 'origine du repére d’intégration, en ce point il est nécessaire de calculer tous les termes
de la matrice (pas de symétrie passant par 0 ) :
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Cinétique ™D ®
A —-F —FE

1(0,S)=| -F B -D
-F —-D C 0B

A= /y +z)dm /ydeV—F/zZpdV
S S
a b c
/ / / Y d:pdydz—i—p/ / / 22dxdydz
=0 z=0 y=0 J 2z=0
b
= / dx/ 2dy/ dz+p/ dac/ dy/
y=0

ab3c abc?
A=p— b?
P3P ( +c?)
Par analogie :
m m
:—(a2+62); C= —(a +b2)
3 3
a b c a b c
D= [ yzdm = p/ / yzdrdydz = p/ da;/ ydy/ zdz
S =0 Jy=0 Jz=0 =0 y=0 z=0
2 om
D=pa——=—b
P99 =1
Par analogie : E = Ztac ; F = Tab
. (b2 + 02) —Srab —rac
= 1(0,5) = —Ttab 2 (a* 4 ¢2) —Ttbe
—Tac —be 7 (a2 + b2)

0,85

Question 5 Pour chacune des situations proposées, donner I'expression de l'inertie J recherchée

2

Question 5 :

=)
&
o
|
B
|
&=
o o
=
o
&
|
&=
=z

J=z-1(M,S)z=| 0 | -F B -D

|
&

|
>
Q

Q

B

Il vient de suite pour chacun des cas : J = JZ = % (a®> +b%) J=J3 = 2 (a* 4 %)
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W Remarque

Il est simple de trouver Jf connaissant la matrice en G sans déplacer toute la matrice, un simple

théoréme de Huygens suffit : Jf = Jg +md? avec d = (“)2 + (b)2

2 2

Question 6 x On souhaite maintenant faire tourner cet objet autour de I'axe passant par la diagonale

du pavé. Déterminer le moment d’inertie autour de 'axe (OA). (cela se simplifie bien)

Question x :

Bs
— — “
Exprimons le vecteur OA dans B,: OA=| b
c
. Lo =t N
Soit le vecteur unitaire associé : OA = Li avec L = va? + b? + ¢2
Bs
3 1 ‘
U= — b
va? +b% +c?
c

Penser au fait que G est sur la droite OA :

I=u-I(G,S)yu=ul(ASu

B Bs
1 a %(bQ—I-cQ) 0 0 1 a
- || - 0 m@td) o0 RS —
va? +b% +¢? 12 ) Vi + 02+ 2
c 0 0 m 2+b2 0.3,
%s'
] a ‘ 1,2 b2+C
= | }  (a® 4 c?)
/2 2 2 2
“ +b +C C m (L +bQ>
1 m m
S S b b%) ¢
2402+ 2 (12( +C) T g @+ )+ 5 (@ +

B 1

272 22

m a?b® + a?c? + b2
6 a2+ b2 + c2

I =

1.2 Matrice d’inertie d’un cylindre

Soit le cylindre de masse volumique constante suivant :
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A

Question 1  Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le repére (O, 375), @, z_g)

Question 1 :

G est a lintersection des plans de symétrie verticaux et du plan médian horizontal du solide :
G (0,0, %)

Question 2 Déterminer la matrice d’inertie ?G(S) de Sen G

Question 2 :

V=nR’H ; m=prR*H ; dV =rdrdddz
Origine en G

r=rcosf) ; y=rsinf
A —-F -F
Ic(S)=| -F B -D

-F -D C G B

On a une symétrie de révolution autour de laxe (G, z3)

D=FE=F=0
C
A:B:+/22dm
2 Js
R o7 Z
C:/(I2+y2)dm:/TQdm:p/r2dV:p/ r3dr/ d9/ dz
S s s r=0 =0 z=—1
R4 R2 RQ
C:pZZWH:pﬂHR2?:7n7
R 2 s 2 r.37% 2 3 2 2
) 2 9 R |z R*2H o H H
z%dm = d de dz = p2m— | — = om— T — rR2HS =
/57 m p/r_07 r/@_o /Z_gz z p7r2 [3}1;1 p7r3 3 pT 12 m12
C R?> H?
A:BZE—F Szzdm—m<4+1>
rrL(RTQ-i-Il{;) 0 0
I(S) = 0 m (%2 + ?22) 0
2
0 0 me5- B
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Question 3 Donner la forme de la matrice ?A(S)

Question 3 :

Plan de symétrie (A, ¥, ), donc :

A 0 0
In(S)=|1 0 B -D
0 -D C

0,Bs

Question 4 Déterminer la matrice d’inertie ?A(S) de S en A en utilisant le théoréme de Huygens
généralisé

Question 4 :
I I R® 00
GA=| -R ;o 1a(S) =Ia(S) +m 0 o RH
_g 0 _% R2? .
_m(}f+%> 0 0 R+ 2 o 0
14(8) = 0 m(R;JrIf—Q) 0 +m 0 L.
L 0 0 m%Q G.B. 0 _% R? B
_m(%2+%2+R2+H£) 0 0
I14(S) = 0 m (%2 + 11{22 + If) —m%
0 —mEL m (%2 + R2>
- 0,Bg
[ (3R + 1) 0 0
I4(S) = 0 m(R;JrHTQ) —m%
L 0 —m% m%R2 0B

Question 5 Retrouver ce résultat par la méthode de calcul intégral pour déterminer ?A(S) (et
pleurer du sang en constatant 1’échec)

Question 5 :

Le calcul de I(A,S) par méthode intégrale va nécessiter de placer le centre du repére en A, ce qui
rend les bornes complexes...

3 £(0) °
/dm:p/ / rdrd@/ dz ; f(0) =7
S 6=—75 Jr=0 z=—4

2
H
2

2R [ f()
/dmzp/ / ydde/ dz 3 f(z) = VR — (R — )
s 2=0 Jy=0—f(x) =4
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Question 6 Pour chacune des situations proposées, donner I'expression de l'inertie J recherchée

Question 6 :

Il vient de suite pour chacun des cas : J = Jg = mR; JZ = Jg + mR2

gf Remarque

Comme avant il est simple de trouver J f connaissant la matrice en G sans déplacer toute la matrice,

un simple théoréme de Huygens suffit : J§ = JZ + md? avec d = (%)2 + (%)2

Question 7 Donner finalement la matrice d’inertie Tg(S ) d’un cylindre de révolution d’axe (G, )

Question 7 :

11 suffit d’adapter la diagonale :

Ia(S) = m (2 + %)
0 0 m(S+5) ]
39S
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2 Eolienne (Ecole de I’air 1997)

On se propose d’étudier une éolienne. Une schématisation simpli-
fie peut-étre donnée par ’ensemble constitué : >

- d’'un mat 0;

- d'un bloc oscillant (solide 1) en liaison pivot d’axe (A, Z))

avec le bati 0; i

- d’une hélice associée au rotor de la génératrice (solide 2) en
liaison pivot d’axe (A,Z]) avec le solide 1 .

Paramétrage J“"‘;
A chaque solide i est associé un repére de base orthonormée directe ﬁ
(Ti, v, 7)) avec : /
o Zj =72 et (z,7]) = (y0,41) = a -
o T =}et (34,23) = (¥, y1) =B
Solide 1

Homogéne de masse m1, de centre d’inertie A, admettant le plan
(A, 1, z_f) comme plan de symétrie matérielle.

Solide 2
Homogéne de masse ma, et de centre d’inertie Go, AGy = [ - l—‘1>,
ce solide est constitué :
e d’un cylindre plein 2, de hauteur H et de rayon R, d’axe (A, 5 ), de masse mg,, de centre
i Ao —
d’inertie Go, avec GoGoy = A - T3
e d’une plaque rectangulaire 2, d’épaisseur négligeable, de coté a suivant y_% et b suivant z_2>, de
masse mop, de centre d’inertie Gop, avec Gop avec GoGop = 14 - :113_2>

Question 1  On note, Ay, B1,C, D1, Eq et Fi les coefficients de 'opérateur d’inertie du solide 57
dans la base By, préciser la forme de la matrice d’inertie du solide S7 en A.

Le solide 1 posseéde un plan de symétrie (O, 1, z—f), les deux produits d’inertie comportant i sont
donc nuls.

Al 0 —E1
z—A (Sl) = 0 B1 0
“Er 0 G S @mpa

Question 2  Déterminer :

1. la relation entre X, u et les masses.

2. Dopérateur d’inertie Zg,, (2a) en Ga, du solide 2a dans la base (x_%, ﬁ, ?2) en fonction de my, et

des dimensions H et R.

www.upsti.fr
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3. Popérateur d'inertie Zg,, (2b) en Ggp, du solide 2;, dans la base (372), me z_2>), en fonction de la masse
mep et des dimensions a et b.

4. Yopérateur d’inertie Zg, (2) en Go du solide 2 dans la base (75,33, 23).

On notera Ay, Bg, Co,..., les termes de 'opérateur Zg,(2) dans la suite du probléme.

Q2.1. Relation entre A, u et les masses
— e o
maAGe = maq - AGag + map - AGay

:mga-<A—G2>+m)+m2b'(A—G2>+(TGQb)

— — SN
0 = maq - GoGaq + map - G2Gap = (A - mag + 1 - map) - T3
A Mgq = —p - mayp

Q2.2. Le solide 2a est modélisé par un cylindre d’axe (A, i ), donc

$ma, - R? 0 0
2 2
T, (20) = 0 ma- (B 415 0
0 0 magq - (%12 + %) Gaa
(23.53,23)

Q2.3. Le solide 2; est modélisé par une plaque rectangulaire d’épaisseur négligeable, donc

2 2
_ b2
Isz (25) - 0 map * 15 0
2
0 0 map * T3 _)C'_Z)b_)
(z3,43.23)

0O 0 O
IG2 (2&) = IGza (2@) + mag - 0 X 0
0 0 A2
%m2a : R2 0 0
= 0 Mg - (%2—1—1;12 +/\2) 0
0 0 Moa (R{ + B )\2> .
0O 0 O
Ia, (20) = Iay, (25) +map- | 0 p? 0
0 0 pu?
Agy = may - O3 0
= 0 Bop = myy, - (11’2 + /112)
0 0 Cop = may - (% + 122)
Go

www.upsti.fr
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Cinétique ™D ®
on pose
A,y O 0
IGQ(QUL) - 0 Baa 0
0 0 B /g,
et
Ay O 0
ZLay(20) = 0 By 0
0 0 Cq o
finalement
Ay = Ay, + Ay 0 0
Tay2) = 0 Bs = Bay + By, 0
0 0 CQ = By, + Cgb Go

Question 3  Déterminer o g, /R, le moment cinétique au point A du solide 1 dans son mouvement
par rapport au repére galiléen, puis le torseur cinétique du solide S7 dans son mouvement par rapport

a Ry.

Le point A est un point fixe dans le mouvement de S7 par rapport au répére Ry, on sait alors que

OA,S1/Rg — IA] ( Sl) : Qsl/RO'
En A dans la base (73, y1, Z)

Ay 0 —-E; 0
TAS /Ry = 0 B 0 o |=-E-ax7+C-a 7
-E;1 0 Cy
d’ou L
{Gumo} = { ___, Pem=0 }
oA /Ry = —Er-d-zi+Ci-a 2 )

Question 4  Déterminer oq,, s,/R, 16 moment cinétique du solide 2 dans son mouvement par rapport
au galiléen au point G puis le torseur cinétique du solide S dans son mouvement par rapport a R.

En Ga, centre d’inertie de Se on peut écrire

0Gg, S2/Ro — I/\z ( S2> ’ QSZ/R(J - IAQ ( SQ) ’ (Qsz/sl + QS'L/R()>

4 atre écr A e = =
Le vecteur Qg,/Rg doit étre écrit dans la méme base que la matrice d’inertie (72, y3, 23)

3 - : . . .
QSz/Ro:04'2_1>+5'371>:a‘c0s5~z_2>+a.sm/3.y—2>+5,g72>

En Go dans la base (:?2, y_%, z_2>)

www.upsti.fr
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A, 0 0 B
Gorsm=| 0 By 0 || a-sinB | =A2-BT5+By-d-sinB-y5 +Co- i cos Sz
0 0 Oy & - cos 8

d’ou le torseur cinétique

—) .
{(Ks R}: ps2/R0:m2'VG2€Sz/R0 _ . mg-l-a-y_f
2/t 0Ga, S2/Ro fe] A2ﬁ£+B2a5lnﬁy—2>+02aC05ﬁz—2> G

www.upsti.fr
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3 Pompe a palettes

Soit, une pompe & palettes simplifiée définie sur la figure ci-dessous. Le rotor 2 est en liaison pivot
par rapport au corps 1 en Og, les palettes 3 coulissent librement dans le rotor et sont plaquées par effet
centrifuge sur le corps. La variation de volume obtenue pendant la rotation permet d’aspirer de ’air
(les orifices d’entrées/sorties ne sont pas représenté).

On pose :

e corps 1 : %1 = (Oy, 1, Ui, z_f) le repére associé au corps supposé galiléen, R le rayon intérieur du
corps

e rotor 2: %y = (Og,x_%, y_2>,z_2>), le repére associé au rotor, avec o = (x_{,:?g)) et (TO; = —c-7

e palette 3 : de masse mg, avec OsD = d-y?,Eﬁ =_—L.Zet DE=\- :L_'2>, G le centre d’inertie et

E le point de contact avec le corps supposé dans le plan de symétrie de la palette

Question 1  Déterminer les torseurs cinématiques {V2/1} en Oy et {‘/3/1} en E et G en fonction de
A et a et de leurs dérivées.

Pour le solide 3 , on a:

Q3/1 = Q32 + Qg1 = Qo)1
et :

7 _dOE _d0,0;  d0.D dDE

Voo R T
BE3/1= Tt dt dt dt QI A TIFAQ Y

d’ott le torseur cinématique en E

o
Wt =4 — Q31 = -2

n G :
et en G .
z

vy ={ =i
Y Voesn =—d a5+ X5+ (A=5)-a -3 p

www.upsti.fr
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Question 2  Poser les calculs permettagt de déterminer A en fonction de « et_(;les paramétres géo-
meétriques. 0,04 + 05D + DE + BEO, = 0 ——e- T +d-PB+NTh+EO = 0.
On pose Olﬁi =R-cosf 77 +R-sinf- ﬁ ce qui permet d’écrire :
_>
76'37_1>+d'?2>+/\'5172>7R'C059'2?1>*R'Sillg'ﬁ: 0

d’ot 'on déduit les deux équations scalaires projetées sur z1 et y_1> :

{ —e—d-sina+ \-cosa+R-cosf =0 N {)\—e-cos(a):lz\/62~(cos(a)2—1)—Qed-sirl(a)+R2—d2

. . q . — _ d-cos a+\-sin
d-cosa+ N-sina+R-sinf =0 tanf = i e veosa

Seule la valeur positive de A a un sens technologique.

A, 0 O
On pose pour la matrice d’inertie du rotor Io,(2) = 0 By 0 et on modélise la palette
0 0 G

O2
par un solide plan d’épaisseur négligeable, de hauteur h (suivant 73 ) et de longueur [ (suivant z3 ).

Question 3  Déterminer le torseur cinétique du rotor en Os. 9 est un point fixe dans le repére
galiléen,

=0
{(52/1} = —>P2/1 ~
00,2/1 =C2- G- 23 -

Question 4 Donner la matrice d’inertie de la palette (préciser le point et la base). Il est judicieux
ici d’écrire la matrice en G dans la base %-.

A3 =1ms - % 0 0
I6(3) = 0 Bj = mj - 42 o
0 0 Cs =mg3 - % G

Question 5 Déterminer le torseur cinétique {‘53 /1} de la palette 3 dans son mouvement par rapport

S Y = l .
‘ —d-msg- - 3 A\ g A=L) . a-
au corps 1 en G. {(53/1} _ ) M3 VGes/1 _ m3 - Q-T2+ m3 L2 Jr.ms ( 2) Q- Y2
0G,3/1 a og3n = Cs- - 22 G
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