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Feuille d'exercices n°75

Exercice 1 (***)

Soit E = Rn[X]. Soit f ∈ C 1(R2,R). On dé�nit F : E → R par

∀P ∈ E F(P) =

∫ 1

0

f(t,P(t)) dt

Montrer que F est de classe C 1 et déterminer sa di�érentielle.

Indications : Pour P =
n∑

k=0

akX
k ∈ E, établir le caractère C 1 des intégrales à paramètre aj 7→∫ 1

0

f

Å
t,

n∑
k=0

akt
k

ã
dt puis établir la continuité des dérivées partielles

∂F

∂aj
pour j ∈ [[ 0 ; n ]].

Exercice 2 (***)

On pose ∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) =


x3y3

(x4 + y2)2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon

Étudier la continuité puis le caractère C 1 de f .

Indications : Utiliser l'inégalité (x2 − |y|)2 ⩾ 0 pour la continuité puis considérer une direction
particulier pour une dérivée partielle.

Exercice 3 (***)

On munit E = Mn(R) d'une norme véri�ant ∥In∥ = 1 et ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥ pour (A,B) ∈ E2.

1. Montrer ∀(A,B) ∈ E2 eB − eA =

∫ 1

0

e tB(B− A)e (1−t)A dt

2. Soit R > 0. Montrer

∀(X,Y) ∈ Bf (0,R)
2 ∥eX − eY∥ ⩽ eR∥X− Y∥

3. En déduire que l'exponentielle est di�érentiable sur E avec

∀(A,H) ∈ E2 d exp(A) · H =

∫ 1

0

e tAHe (1−t)A dt

Indications : 1. Reconnaître une dérivée sous l'intégrale.
2. Utiliser l'égalité de la question précédente.

3. Pour (A,H) ∈ E2, considérer eA+H − eA −
∫ 1

0

e tAHe (1−t)A dt et contrôler cette quantité.
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Exercice 4 (****)

Soit f ∈ C 1(R2,R). On pose

∀x ∈ R g(x) =

∫ x

0

f(x, t) dt

Montrer que g ∈ C 1(R,R) et déterminer g′(x) pour x réel.

Indications : Avec un changement de variable, transformer l'écriture de g de sorte que les
bornes de l'intégrale soient constantes.

Exercice 5 (****)

Soit E euclidien avec dimE ⩾ 2 et f ∈ C 1(E,R) telle que
|f(x)|
∥x∥

−−−−−→
∥x∥→+∞

+∞. Montrer que ∇f
est surjective.

Indications : Pour a ∈ E, considérer g : x 7→ f(x)− ⟨x, a⟩ et véri�er que g satisfait les mêmes
hypothèses que f . Établir que pour R > 0, l'ensemble ΓR = E ∖ Bf (0,R) est connexe par arcs
puis considérer g(ΓR) et utiliser le résultat de l'exercice 11 feuille 32.

Exercice 6 (****)

Soit n entier non nul et f : Mn(R) → Rn dé�nie par

∀M ∈ Mn(R) f(M) =
(
Tr (M) Tr (M2) . . . Tr (Mn)

)
1. Montrer que f est di�érentiable et déterminer df(M) pour M ∈ Mn(R).
2. Comparer le rang de df(M) et le degré du polynôme minimal πM.

3. Montrer que l'ensemble des matrices de Mn(R) dont le polynôme minimal est de degré n
est une partie ouverte de Mn(R).

Indications : 1. Notant φk : M 7→ Tr (Mk), déterminer le développement limité de φk(M + H).
2. Notant ψk : H 7→ (k + 1)Tr (MkH), comparer pour M ∈ Mn(R) les quantités rg df(M) avec
dimVect (ψ0, . . . , ψn−1). Utiliser ensuite le fait que R[M] = Rm−1[M] avec m = deg πM.
3. Notant B1, B2 les bases canoniques de Mn(R) et Rn, considérer I × J des plages d'indices
d'une matrice extraite de matB1,B2df(A) bien choisie avec A ∈ Mn(R) telle que deg πA = n.
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