ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°67

Exercice 1 (*)
Résoudre sur I =] 1;+00[ I’équation différentielle
(11— +3t°2+2>=0 (E)

On cherchera les solutions de (E) qui ne s’annulent pas.

Corrigé : Notons S l'ensemble des solutions de (E) qui ne s’annulent pas sur I. Soit z € S.
1 /
Posant x = —, on a y dérivable sur I et 2’ = —% puis
Y )
E 2 2 N o1 1
(I-)' +3t2+2°=0 <= —(1-t)5 +3t°~+ -5 =0
) y vy
— (1-)y -3t2y+1=0

Aprés résolution, on obtient

t+ «
reS=JaecR | Vtel y(t):ﬁ
Comme y ne s’annule pas, il faut a > —1 et la réciproque est immédiate. On conclut
_ 3
S:{tH ,ae[—1;+oo[}
t+ o

Remarque : Il s’agit d'une équation de Bernoulli.

Exercice 2 (*)
Soient u, v dans €*(R,R), non identiquement nulles, vérifiant
Viz,y) eR?  u"(x)o(y) + u(z)v"(y) =0
1. Montrer qu’il existe A réel tel que u et v soient solutions respectives de
2"+ Az2=0 et 2'—Az=0
2. Déterminer, en fonction de A, la forme des fonctions u et v.

Corrigé : 1. Comme v # 0, il existe yo réel tel que v(yy) # 0. Par conséquent

1
VeeR  u'(z)+ Mu(z) =0 avec A= v (30)
v(yo)
Puis, comme u # 0, il existe zg réel tel que u(zg) # 0 et par suite
u//(x0>
Vr e R V() + pv(x) =0  avec =
(&) + () n=
Enfin, en évaluant la relation initiale en (g, o), on obtient
A+pu=0
On conclut INeER | "+lu=0 et v =Av=0




2. 1l existe a, b, c, d réels tels que

SiA=0 VteR wu(t)=a+bt v(t)=c+dt
SiA>0 VteR  w(t) = acos(vAt) + bsin(v/At) o(t) = ce VM 4 de VA
SiA<0 VteR  u(t)=aeV M4+be VM ot) = ccos(v—At) + dsin(v/—At)

Exercice 3 (*)

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que

VreR  f(x) —/Oxtf(t) dt =1

Corrigé : Soit f une solution. D’aprés le théoréme fondamental d’analyse, la fonction f est
de classe €' sur R et par dérivation, elle vérifie 'équation différentielle i/ = xy d’on f €

w2 . . ., N . s .
Vect (x — e7> et comme f(0) =1, la fonction f est déterminée de maniére unique. On vérifie

sans difficulté que la fonction f obtenue est solution et on conclut

922
L’unique solution du probléme est la fonction z — e 7.

Exercice 4 (**)

Résoudre sur } —g ; g [ I’équation différentielle linéaire
y" +y = tan(t) (L)
Corrigé : Notons I = ] —g ;g [ Le couple (cos,sin) est un systéme fondamental de solu-

tions. On procéde ensuite par variation des constante. Une solution de (L) est donnée par
xr = Acos+pusin avec A, i : I — R dérivables, solutions pour tout ¢t € I de

{X(t) cos(t) + p/(t) sin(t) = 0 — R(-1) (X(t)) _ < 0 >

— N (t) sin(t) + 4/ (t) cos(t) = tan(t) 30 tan(t)
sin’t

= (A,@) = R(t)< 0 > = M) = ~ cos(t)

Nl(t) tan(t) ,u'(t) _ Sin(t)

Par suite, pour t € I

A(t) = a—/t < L~ cos(u)) du = oz—l—sin(t)—/thu = OH—Sin(t)—% In

cos(u) 1 — sin(u)?

1 + sin(t)
1 —sin(t)
et w(t) = B — cos(t)

avec «a, [3 réels. Les solutions de (L) sont décrites par

Viel  x(t) = A(t)cos(t) + u(t)sin(t)

1+ sin(t) ‘}

1 —sin(t)

1
On conclut Sp = {t — accos(t) + [sin(t) — 5 cos(t) In




Exercice 5 (*)
Résoudre sur | 0; +0o [ I’équation différentielle

22" 4+ 4ta’ + 2z = In(t)
avec le changement de variable t = e®.

Corrigé : Notons (L) I'équation différentielle linéaire. On pose y(u) = z(e*). Par dérivation, on
a

VueR  y(u) =x(e") y'(u) = ez’ (e) y'(u) = ez’ (e") + e 2/ (e)
d’ou reS, <=y +3y+2y=u

3
<— J(,B)eR? | YueR y(u):ae_u+ﬁe_2u+g_1

On conclut St =

a [ In(t) 3
{Frp+y - peser

Exercice 6 (**)
Former le développement en série entiére de = — sh (Arcsin (z)).
Corrigé : On pose Vee]|—-1;1] f(z) = sh (Arcsin (x))
Ona f € %% —1;1[,R) comme composée de telles fonctions. Par dérivation, on trouve
_ ch(Arcsin (z))
VI—a?

Vee]|—1;1] f'(x)

ot ) = sh (Alris;rg () %(1 _252)3/2 ch (Arcsin (z))
Ainsi, la fonction f est solution sur | —1;1[ du probléme de Cauchy
{(1 — )" —t' —x =0 (H)
(x(0),2'(0)) = (0,1) (CD)

Cherchons une solution développable en série entiére a ce probléme de Cauchy. On pose z(t) =

+00
> a,t" pour t € | —R; R[. Par dérivation de séries entiéres, on trouve

n=0
+0o0 +00 +0oo
(1=t n(n—1Da,t" 2 —t> na,t" ' — 3 a,t" =0
n=2 n=1 n=0
+00 +oo +oo +00
d’ou Y(n+2)(n+ 1apat” — > n(n — Dayt" — > nat" — > a,t" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

aprés distribution des produits, changement d’indice et complétion des sommes pour démarrer
an = 0. Par linéarité du symbole somme car convergence, il vient

iz [(n+2)(n+ 1aps2 — (0% + 1)a,|t" =0

Par unicité du développement en série entiére, on obtient

VneN  (n+2)(n+1)ap2 — (n*+ 1)a, =0

3



Les conditions initiales donnent ay = 0 et a; = 1. Par récurrence immédiate, on en déduit as,, = 0
et as,1 # 0 pour tout n entier. Avec un produit téléscopique, on trouve

1 2k —1)2+1
neN :aﬁ%:ﬁ<(2k—1)2+1>:,}1(( +1)
2 Yo e\ (2K 12K (2n 4+ 1)!
Pour 7 > 0, on pose U, = ag,17>""* pour n entier. On a

o (2n—1)2+1
Vn € N* U _ (2n= 1)+ r? r?
Up—1 (2n +1)2n n—00

D’aprés le critére de d’Alembert, si 72 > 1 ce qui équivaut a r > 1, la série diverge grossiérement
d’ott R < 1. Sir? < 1 ce qui équivaut & r < 1, la série converge absolument d’ott R > 1. Ainsi, la
solution développable en série entiére est bien définie sur | —1;1[. D’aprés I'unicité du théoréme
de Cauchy linéaire, on conclut

N [T((2k—1)2+1)
Vee]|—-1;1] ft) = nZ::OaQnHiUz"H avec Vn € N G2n+1 = = (2n+1)!

Exercice 7 (**)
Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que
Ve e R f'(z)+ f(—x) =e” (E)

Corrigé : Soit f solution de (E). On a f'(z) = —f(—x) +e” pour z réel d’oit f" dérivable. Par
dérivation, il vient

Ve e R f"(z) = f'(—z) =e”
En substituant = par —z dans la relation de départ, on a f'(—xz) + f(z) = e pour z réel d’on
Vr e R f"(z) + f(x) = 2ch(x)
Ainsi, il existe «, (8 réels tels que
Ve eR f(z) = ch(z) + acos(x) + Bsin(x)
Réciproquement, on injecte dans I’équation (E) et on obtient

Ve e R (a+ B)(cos(z) —sin(z)) =0 = a+p=0

Finalement Sg = {z — ch(z) + a(cos(z) —sin(x)), a € R}

Remarque : La forme de Sg était en partie prévisible. En effet, il s’agit de résoudre une équation
du type ®(f) = exp avec @ : f — (z — f'(x) + f(—=x)) et on peut établir, en suivant la méme
trame que dans la résolution ci-avant, que le noyau Ker ® est une droite vectorielle.

Exercice 8 (**)
Soit f : R — R deux fois dérivable telle que  f” + f > 0. Montrer
VeeR  f(z)+ flz+m) >0

Corrigé : Considérons I'équation y” + y = ¢g. On trouve aprés variation de la constante



Vie R y(t) = asin(t) + S cos(t) + /0 g(s) [sin(t) cos(s) — cos(t) sin(s)] ds

= asin(t) + B cos(t) + /0 g(s)sin(t — s) ds

avec «, [ réels. Puis
t t+m
VieR  y(t)+y(t+m) = / g(s)sin(t — s) ds + / g(s)sin(t — s+ m) ds
Ot 0t+7r
= / g(s)sin(t — s) ds — / g(s)sin(t — s) ds
0 0

y(t) +y(t+m) = /t ’ g(s)sin(s —t) ds

Ainsi Ve e R fl@)+ flx+m) >0

Exercice 9 (**)

Chercher les solutions développables en série entiére des équations homogénes associées puis
résoudre complétement les équations différentielles linéaires suivantes :

1. (1+t2)x”+4tx’—|—2x:—1 sur [ =R 2. dta" +22' —r=0sur [ =]0;+00]
142

Corrigé : 1. On note (H) Péquation différentielle homogéne et (L) 1’équation avec second
+00

membre. Cherchons des solutions de (H) développables en série entiére. On pose z(t) = > a,t"
n=0

pour t € ] =R ;R [ avec R > 0. Par dérivation de séries entiéres, on trouve

+00 +00 +00
1+t > n(n—1D)a,t" 2 + 4¢3 nat" ' + 23 a,t" =0
n=2 n=1 n=0
+00 +00 +00 +00
d’ou Son(n —1)at" 2+ Y n(n — 1D)a,t" + 3 4na,t™ + > 2a,t" =0
n=2 n=2 n=1 n=0

Aprés changement d’indice et démarrage des sommes a n = 0, on obtient

+00 +00 +00 +00
S(n+2)(n+ Dapot" + > n(n — Dat" + > dnat™ + > 2a,t" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

Et par linéarité car convergence, il vient

+00

2 (n+2)(n 4 Dansz +a,)t" =0

Par unicité du développement en série entiére, il s’ensuit a,,. + a, = 0 pour tout n entier. On
3 +
en déduit que les suites (agy,), et (az,11), sont géométriques de raison —1 d’ou

Vn € N Aop = (-1)”@0 et Aon+1 = (-1)”(11

Les séries > (—1)"t?" et > (—1)"t*"*! ont un rayon de convergence égal a 1 et par suite

+00 +00 t
Vie]—1:1] o) = aod (=) + art Y (—2)n = Lot
n=0 n=0 1+¢2
Not WEER  ot) = —— et () = —"
otons = [§] =
7 1+ ¢2 1+ ¢2

3



On vérifie sans difficulté que (p, 1) est une famille libre de solutions de (H) sur I = R. Pour une
équation résolue linéaire d’ordre deux, on sait que Sy est un plan vectoriel de (I, R) donc

Su = Vect (¢, ¢)

On procéde ensuite par variation des constantes. Soient A\, u : I — R dérivables. En considérant
I’équation sous forme résolue, on cherche A, i solutions de

t
N(t)p + p (t)p(t) =0 ) AWO=—T:§
/ / / / _ @
X020+ 1OV ) = 0=
On conclut |S;, = {t > Nz {t Arctan (t) — M + at + /B} , (o, B) € RQ}

Remarque : Il s’agit d’une situation assez favorable : en cherchant des solutions de (H) dévelop-
pables en séries entiéres, on a trouvé un systéme fondamental, autrement dit toutes les solutions
de (H).

+00
2. Supposons qu'il existe une solution de (H) développable en série entiére x(t) = > a,t" sur
n=0
I=]—R;R[avec R > 0. Par dérivation d'une série entiére, il vient
+o0 oo oo
z(t) = Y a,t", () = Y na, t" !, 2"(t) = Yon(n — 1)a,t" 2
n=0 n=1 n=2

On injecte ces expressions dans (H) :

+00 +00 +00o
Stdn(n — Da, "1 + > 2na, t" ' — > a,t" =0
n=0

n=1 n=1

la premiére somme étant commencée pour n = 1 (le terme est nul pour n = 1). Dans la derniére

+o0 +00
somme, on procéde au changement d’indice Y a,t" = > a,_1 t"~1 11 vient par linéarité du
n=0 n=1
symoble ¥ car convergence :
+oo
S [4n(n — 1) + 2na, —a, 4] "1 =0
n=1

Par unicité du développement en série entiére, il s’ensuit

o Ap—1

© 2n(2n — 1)

Si ag # 0, une récurrence immédiate donne a, # 0 pour tout n entier. En écrivant un produit
téléscopique, on obtient

Vn € N an:aokH1< il ): ~ o = (;0)'
= Af— n).:
o Il 2k(2r —1)

Vn € N* dn(n —1) + 2na, —a,—1 =0 <= Vn € N* ap

too n

p t) = . Pour 7 > 0, notant u, = ———
osons ¢(t) 7;::0(2”)! our r notant . o)

, il vient

Un+1 o r

f— \

0
Up, (2n+2)(2n +1) n—oo

D’aprés le critére de d’Alembert, on en déduit la convergence absolue de la série entiére > u,
d’ott (uy,), de limite nulle et donc bornée, et ce pour tout r > 0. On en déduit R = +o0.




Pour t > 0, on a <p(t):<p((\/f)2): S —

Pourt < 0,ona o(t)=¢ (— (\/—_t)2> = z;

En conclusion

L’ensemble des solutions développables en série entiére de (H) est la droite

. too ¢ ch (\/E) sit >0
ectorielle Vect t) = = '
vectorl () avec (1) ,L;O(Zn)! {cos (V—t) sit<0

Placons-nous sur I = ]0;+00[. On pose ¢ : I — Rt + ch(v/t). Si ¥ est solution de (H),
considérant le wronskien de (¢, ), on a

e — ' =W (L)

1
On sait que le wronskien vérifie ’équation différentielle W' = _Q_tW autrement dit

o
vtel W(t)=— avec a€eR
Vi

On peut désormais considérer I’équation (L) comme une équation différentielle linéaire d’ordre
1 avec second membre. La droite Vect () est Pensemble des solutions de I’équation homogéne
associée et par variation de la constante, avec A dérivable sur I et v = Ay, il vient pour t € I

PN (t) = 2 avec ac€R

Vi
don viel )\(t):/\/%%%dwrﬁ:mm(ﬂwrﬁ

avec «, 3 réels. Notant A = 2«, on conclut

reSy < I\ eR | Vi>0 x(t) = Ash (v/1) + pch (V1)

Ainsi Su = {t = Ash (V1) + pch (1), (A p) € R?}

Remarque : On a toutes les solutions puisqu’on a obtenu un plan vectoriel de solutions et que
sur I, équation différentielle peut s’écrire sous forme résolue. On remarque par ailleurs que la
nouvelle solution obtenue « ressemble » & la premiére. Enfin, on peut aussi mettre en ceuvre la
méthode de Lagrange mais celle-ci demande un peu plus d’effort.

Exercice 10 (**)

Soit y solution de y” + a(t)y = 0 avec a € €°(R,]0;+00 [). Montrer que y s’annule au moins une
fois.

Corrigé : Supposons que y ne s’annule pas. Comme y est continue, elle est de signe constant
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Supposons par exemple y > 0. On aurait alors
y” < 0 d’ou y concave. Le graphe de y est situé sous ses tangentes. Or, comme y n’est pas
constante, son graphe admet des tangentes non horizontales et il s’ensuit que que y prend né-
cessairement des valeurs négatives ce qui est impossible par hypothése. En effet, considérons «
réel tel que y'(a) # 0, par exemple y'(a) > 0. On a

VieR  y(t) <y(a)(t —a) +y(a)

7



et faisant tendre ¢ — —0o, on constate que y prend des valeurs négatives. On procéde de méme
si y'(a) < 0. On conclut

’Une solution y s’annule au moins une fois.

Exercice 11 (**)
On considére 'équation différentielle

y' +qt)y =0 (H)
oll ¢ est une fonction continue intégrable sur R,.

1. Soit y une solution bornée de (H). Etudier le comportement de 3/ en +oo.

2. Montrer que (H) admet des solutions non bornées.
t
Corrigé : 1. On a y” = O(q) d’ou y” intégrable sur R,. Comme ¢'(t) = 3'(0) + / y"(s) ds
0
pour ¢t > 0, on en déduit que 3'(t) admet une limite finie ¢ pour ¢ — +00. Supposons ¢ # 0 par
exemple ¢ > 0. On dispose de A > 0 tel que

N

Vi A y(t) >

t
Par suite vVt > A y(t) =y(A) + / y'(s)ds = y(A) + g(t —A) —— 10

A t—+o00

ce qui contredit le caractére borné de y. Si £ < 0, on se raméne a la configuration précédente en
considérant —y. On a donc établi

Si y est une solution bornée de (H), alors v/ (t) p— 0.
—+00

u v
/

2. Soit (u,v) une base de solutions bornées de (H) sur R, et notons W = 'u’ le wronskien

de ces solutions. Le wronskien est solution de ’équation différentielle linéaire d’ordre 1
W =0xW=0
Par suite, le wronskien est constant sur R,. Or, d’apreés le résultat de la premiére question, les
fonctions u' et v’ sont de limite nulle en +oo d’otl
VvVt >0 W(t) = u(t)v'(t) — ' (t)v(t) = O(1)v'(t) + O(1)u/(t) —— 0

t—+o00

Le wronskien étant constant, cela signifierait qu’il est identiquement nul ce qui est absurde
puisque le wronskien d’un systéme fondamental de solutions ne s’annule pas. Ainsi

L’équation (H) admet des solutions non bornées.




