ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°78

Exercice 1 (**%*)

On pose V(z,y) € R? f(z,y) = sin(x) sin(y) sin(x + )
) 2

Etudier les extremums de f sur R? puis sur [0 ; g} .

Corrigé : On remarque

V(r,y) eR*  flz+my) = flz,y) et flz,y+7)=f(z,y)
ce qui permet donc de réduire le domaine d’étude a [0; 7r]2. On remarque aussi
V(z,y) eR*  f(r—z,m—y)=—f(z,y)
ce qui permet de réduire le domaine d’étude & A = {(x, y) € [0; 7]2 | x4y < 7T}, le comporte-

2 L1 ) ] : .
ment sur [0; 7]\ A s’en déduisant. L’ensemble A est un compact (fermé borné en dimension
finie). La fonction f est continue comme composée de telles fonctions et admet donc un maximum
et un minimum sur A. On a clairement

Vay) €A fla,y) >0

puis V(z,y) €0A  f(z,y) =0 et VY(z,y) €A  fla,y) >0

Tous les points de OA sont donc des minimums de f sur A. La fonction f est de classe € sur
R? comme composée de telles fonctions et elle atteint son maximum sur A sur I'ouvert A en un
point critique. On a pour (z,y) € R?

sin(y) [cos(z) sin(z + y) + sin(x) cos(x + y)] =0

Vi(z,y) =(0,0) <= { :

(
sin(x) [cos(y) sin(z + y) + sin(y) cos(z + y)] = 0
— {sin(2x—|—y):0 — {Qx—l—yzo [7]
sin(z +2y) =0 x + 2y = 0[n]

T .
On trouve <§, §> unique point critique de f dans A. D’aprés ce qui précéde, il s’agit donc du

maximum de f sur A et d’aprés la réduction du domaine d’étude, on en déduit

La fonction f admet un maximum global en les points <z + km, T + 677)
3 3 (k0)€z?

2 2
et un minimum global en les points <—7T + k7, il + €7r) :
3 3 (k,0)ez?

2

I’ensemble B = [O ; g} est un compact et la fonction continue f y admet un maximum et un

minimum. Comme B C A et que la fonction f admet un maximum global sur A en (g, g), il

s’agit donc également du maximum de f sur B et on a f(z,y) > 0 pour tout (z,y) € B avec
vie [0:5]  f0) = f0.0) =0

On conclut



La fonction f admet un maximum global sur B en (%, g) et un

minimum global sur B en les points (0,t) et (¢,0) avec t € [O; g]

FIGURE 1 — Graphe de z = f(x,y)

Exercice 2 (****)

On pose V(z,y) € R? flz,y) =23 +y* — 3zy

Etudier les extremums de f sur R? puis sur B(0,1).

Corrigé : On a f € €*(R?, R) en tant que fonction polynomiale. L’ensemble R? est ouvert donc
les éventuels extremums de f sont points critiques. On obtient pour (z,y) € R?

2 _ 5_1)=0
22 =y (:){w(w )

2 _ _ 2 > (z,y) € {(0,0),(1,1)}
y =x Yy=2x

Vi(z,y) =(0,0) < {

Par dérivation, on trouve

0*f 0*f 0*f
v R “l(ry)=6r L(r,y)=6y ——(z,y) =3
(z,y) € oz (1Y) = 6x e (wy) =6y o 9 (z,y)
e En (0,0), la matrice hessienne (_3 _03) est de déterminant égal & —9 < 0 ce qui prouve que

le point (0,0) n’est pas un extremum local.

o _63) est de déterminant égal a 27 > 0 et de trace égale
a 12 > 0 ce qui prouve que le point (1,1) est minimum local de f. Avec

e En (1,1), la matrice hessienne (

f(x,0) =2 —— -0

T——00

On conclut

Le point (1,1) est 'unique extremum de f, minimum local non global.




FIGURE 2 — Graphe de 2z = f(z,y)

La boule fermée B(0,1) est un fermé borné de R?, espace de dimension finie. Il s’agit donc d’un
compact. La fonction f continue atteint ses bornes sur B(0, 1). Celles-ci sont atteintes soit sur
la frontiére, soit & U'intérieur. L’intérieur de Bf(0,1) est 'ouvert B(0,1) et sur cet ouvert, tout
extremum de f est point critique. Or, le seul point critique de f dans B(0, 1) est (0,0) et ce n’est
pas un extremum. On en déduit que les bornes de f sur B¢(0,1) sont atteintes sur la frontiére
0B(0,1). On pose

Vt € [0;27] @(t) = f(cos(t),sin(t))

On a Sup  f(z,y) = Sup ¢(t) et Inf  f(z,y) = Inf ¢(¢)

(z,y)€B;(0,1) te[0;2n] (z,y)€B;(0,1) te[0;2n]
Soit t € [0;27]. On a
@(t) = cos(t)® + sin(t)® — 3sin(t) cos(t)
= (cos(t) + sin(t))(1 — cos(t) sin(t)) — 3sin(t) cos(t)
©(t) = (cos(t) + sin(t)) (1 - % ((cos(t) + sin(t))* — 1)) - g ((cos(t) +sin(¢))? — 1)
Notant Vue R g(u) =u®+3u®—3u—3

On a VieR  o(t) = —%g(cos(t) +sin(t)) = —%g(x/ﬁcos(t —7/4))

Une étude fonctions permet de voir que sur [—\/5; V2 ], la fonction g atteint ses extremums en

u:—ﬂetu:\/ﬁ—let

ﬂcos(t—%):—\/? <~ tz%

V2 cos (t—%> =V2-1 < te {ZiArceos (1——)}

Sup  f(z,y) = p(cos(a),sin(a)) avec «a € {Z + Arccos (1 — i)}

(,y)€B(0,1)

Inf  f(z,y) = p(cos(B),sin(B)) avec 5:%

(,y)€B(0,1)




Exercice 3 (***)

Soit (x;,¥:)ic[1;n] une suite de points (n > 2) dont les abscisses ne sont pas toutes égales. On
pose

V(a,b) €R:  fa,b) =3 (azs +b—1,)°

=1
1. Justifier que f € €' (R?* R).
2. Montrer fla,b) ——— +o0
[l (a,b)[|—++00

3. Etablir que f admet un minimum global sur R? et préciser 1a oil il est atteint.

Corrigé : 1. La fonction f est polynomiale donc

f e ¢YR%R)

a b
2. Pour (a,b) € R~ {(0,0)}, on note & = ——— et 3 = —. Il vient
(0.0) € B {(0.0)) R em

fla,b) = > (az; +b)* — 23 y;(ax; +b) + > y?
=1 =1 =1

= (a®> 4+ 1*)g(a, B) — 2v/a2 + b2h(a, B) + iyf
=1

n

avec V(,8) €R2  gla, ) = > (ami+B)? et h(a,B) = ﬁ;yi(axi +8)

i=1
Les fonctions g et h sont continues et atteignent donc leurs bornes sur la sphére unité compacte
S(0,1). On pose

A= Min a, = Max h(a, :nf
(067/3)65(071)9( p) a (e,B)€S(0,1) (@,5) 7 ;y

Comme les abscisses x; ne sont pas toutes égales, on a A > 0. Par suite

V(a,b) € R? < {(0,0)} fla,b) = (a®> + V)N — 2uv/a® + b2+~

Par comparaison, il vient fla,b) ———— +00
ll(a,b) || =400

3. Il existe R > 0 tel que f(a,b) > f(0,0) pour |(a,b)]] > R. Et comme on a f(0,0) >
Inf  f(a,b), il s’ensuit
(a,b)€Bf(0,R)

Inf a,b Inf a,b
(a,b)CR2 fla,b) = (a,b)€B 4 (0,R) f(a.b)
Comme l'espace R? est de dimension finie, la boule fermée B;(0, R) est un compact et la fonction
continue f y admet donc un minimum. Par conséquent, la fonction f admet un minimum global
sur R?2. L’ensemble R? est ouvert donc la fonction f atteint son minimum en un point critique.
Par dérivation, on a pour (a,b) € R?

of

5 —(a,b) = 22 i(ax; +b—y;)
of

op@0) = ;(a$i+b—yz‘)

Pour la suite, on note



1 n n 1 n

= = 2 _ 2 =2 _ — =

T==>x Y=—DYy 0,=—> 31T Opy = =D TiYi — LY
Ni=1 n;=1 ni;=1 n;=1

Il vient alors
24+ 7))+ b —0,, — Ty =0 y=ar+b
VF(ab) = (0.0) a(os +7°) + bz — 0,y — TY L az +
b ao2 — 0., =0

On conclut

o
La fonction f atteint un minimum global en (a*,b*) avec a* = % et b* =y — a*T.
xX

Ya Remarque : Il s’agit bien évidemment de la
droite des moindres carrés. 1l s’agit d’un mini-

y = a*x +b* mum global strict puisque la fonction f admet
un unique point critique.

> X

F1GURE 3 — Droite des moindres carrés

Exercice 4 (****)

2 2
Soit C la courbe d’équation x_2 + ‘Z—Q =1et A: (a,0). Déterminer les points M et N de C tels
a

que l'aire du triangle AMN soit maximale.

Corrigé : On paramétre M et N par M : (a cos(t), bsin(t)), N : (acos(u), bsin(u)) avec (t,u) € A

ol
A= {(x,y) el0;27) |t < u}
L’aire A du triangle AMN est donnée par

— — _ B
avedet(AM, AN) = acos(t) —a acos(u) —a

bsin(t) bsin(u) |~ ab [(cos(t) — 1) sin(u) — (cos(u) — 1) sin(t)]

— -
La famille (AM, AN) est orientée en sens direct donc son déterminant est positif. Ce n’est pas

flagrant a priori dans I'expression. Avec les formules trigonométriques 1 — cos z = 2 cos? (§> et

sinx = 2sin (5) coS (—) pour x réel, on obtient

2
— — t —t
det(AM, AN) = 2sin <—> sin (E) sin <u )
2 2 2
Tous les angles concernés sont alors dans [0; 7] et donc de sinus positif. Ainsi, on a
ab

A(t,u) = 5 [(cos(t) — 1) sin(u) — (cos(u) — 1) sin(t)]



L’ensemble A est compact car fermé borné en dimension finie. La fonction A est continue comme
composée de telles fonctions et atteint son maximum sur le compact A. Celui-ci est localisé sur

OA ou dans A.
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FIGURE 4 — Domaines A, A et A

On a Vit e [0;27] A(0,t) =0 A(t,2m) =0 A(t,u) =0
Et avec I'expression sous forme de produit de sinus, on peut détailler sur A et on obtient
V(t,u) € A  A(t,u)=0 et V(t,u)eA  A(t,u) >0

La fonction A est de classe €' sur A comme composée de telles fonctions et elle atteint son
maximum sur A dans 'ouvert A et donc en un point critique. On a

%(t,u) _ab [— sin(¢) sin(u) — (cos(u) — 1) cos(t)] = %b [cos(t) — cos(t — u)]

ot 2
0A ab ' , ab
%(t, u) = 5 [(cos(t) — 1) cos(u) + sin(u) sin(t)] = b [cos(t — u) — cos(u)]

Ainsi VA(t,u) = (0,0) < {COS t) —cos(t—u) =0

cos(t — u) — cos(u) =0

(
(
osEt) = cos(u) — {u =2r —t

= {cos t) —cos(t—u)=0 cos(t) — cos(2t) =0

o

et avec la relation cos(2t) = 2cos®t — 1 pour ¢ réel, on obtient aprés factorisation

u=2r —t 21 4w
VA(t,u) = (0,0) < — (t,u —<—,—)
(t,u) =(0.0) {(2 cos(t) + 1)(cos(t) — 1) =0 (t,u) 373
On conclut
b b
L’aire du triangle est maximale pour les points M : <—%, %) et N : <—%, —?)

Exercice 5 (***%*)
Soit f € €°(R,R). On note A = {(z,7), v € R?} et on définit

fl@) = fy)

V(z,y) eR*NA  F(z,y) = p—

Montrer que F se prolonge en fonction de classe € sur R2.



1
Corrigé : Ona  V(z,y) e RZ\ A F(z,y) = / ftr+(1—t)y) dt
0

Posons V(x,y) € R? G(z,y) = /1f’ (tx + (1 —t)y) dt
0

Pour k entier, on note &?(k) la propriété suivante :

V(iy,...,i,) €[1;2]" iy, .. 0;, G existe et est continue sur R?
1
et V(z,y) eR* 9, ...0;,G(z,y) = / ok (1 — )P fEHD (1 4 (1 — t)y) dt
0

k
avec oy, = »_ 1g1y(45) et B = k — ay.
j=1

L’initialisation pour k = 0 consiste en la continuité de G :

e Pour (z,y) € R* onatws f (tz+ (1 —t)y) € €m([0;1],R).

e Pourt € [0;1],ona (z,y) — f'(tx + (1 — t)y) continue sur R>.

e Domination locale : Soit K compact de R?. L’application (z,y,t) — f'(tz + (1 — t)y) est
continue donc bornée sur le compact K x [0;1] et la domination s’ensuit. On en déduit la
continuité de G sur tout compact de R? et par conséquent

G € €°(R% R)

On suppose la propriété vraie pour k entier et ix,; = 1. On fixe y réel et on pose
V(z,t) € R x [0;1] ge(z,t) =t (1 — )% fEHD (tr + (1 — t)y)
e Pour z réel, la fonction g (z, ) est continue sur [0; 1| donc bornée et par conséquent intégrable
sur [0;1].
e Pour t réel, la fonction gi(-,t) est de classe € sur R et par dérivation

V(x,t) e Rx [0;1] Opgi(z,1) = tos+1(1 — t)P+1 fR+2) (1 4 (1 — t)y)

e Pour z réel, la fonction 0,gx(x,-) est continue par morceaux sur [0;1].

e Domination locale : Soit J segment de R. L’application (x,t) + 0,gx(z,t) est continue
donc bornée sur le compact J x [0;1] et la domination s’ensuit. On en déduit que pour y fixé,
Iapplication z + 0;, ...0;,G(z,y) est de classe €' sur tout segment de R donc sur R et par
dérivation sous 'intégrale

1
\VI(:B? y) € R2 8ik+1 s ahG('Ia y) = / tak+1<1 - t)5k+1f(k+2) ('[ZL‘ + (1 - t)y> dt
0

On montre comme on l'a fait pour la fonction G la continuité de 9;, ,, ... 8;,G sur R%. La preuve
est similaire pour ix,; = 2 et ceci clot la récurrence. On conclut que la fonction G admet des
dérivées partielles a tout ordre et que celles-ci sont continues sur R? et par conséquent

La fonction G de classe € sur R? prolonge la fonction F.

Exercice 6 (****)

Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On définit

+00

V(z,y) € B(O,R)  f(x,y) = Zzioan(w +iy)"

1. Montrer que f est de classe €2 sur B(0,R). On pourra montrer le caractére ¢ puis
généraliser le procédé employé.



2. Déterminer Af.
Corrigé : 1. Soit y € | —R;R [ et I :} —/R?—y?; /R2 — 2 [ On pose

V(n,z) e NxT  u,(z) = a,(z + iy)”
Pour n entier, on a u,, de classe €' sur I car polynomiale. Par dérivation, on trouve

V(n,z) e N* x 1 ul(x) = na,(z +iy)" !

n

Les séries entiéres an2 et nanz 1 convergent normalement sur tout compact de D(0, R).
)
n=1

On en déduit que la série de fonctions de classe ' > u, converge simplement sur I et la série de
fonctions > u/, converge normalement donc uniformément sur tout segment [ —r ;| C I puisque
n>1
le compact [—r ;7] x {y} est inclus dans D(0, R). Ainsi, la fonction x — f(z,y) est de classe €
sur I avec
af

+00o
V(z,y) € BO.R)  Fo(ry) = X_Ilnan(x +iy)" !

Par ailleurs, la fonction (x,y) — —=(z,y) est continue sur B(0, R) puisque c’est la composée de

Oz
+00
(z,y) — (z +iy) linéaire avec la fonction z — > na,2""! somme de série entiére donc continue
n=1

0
sur D(0,R). Ainsi, on existence de la dérivée partielle 9/ et sa continuité sur D(0,R). On

procéde a l'identique pour la dérivée partielle en y. Puis, on applique ce résultat sur les fonctions
dérivées partielles premiéres et on prouve l'existence et la continuité des dérivées partielles de f
d’ordre 2 sur B(0,R). On conclut

f € €*B(0,R),C)

2. En appliquant les résultats établis & la premiére question, on a

Y) €BOR) 9wy = Sz i)™ L (ry) = S inan(e+ i)
n=1 Y n=1
. 82f oo . _9
puis V(ﬂf,’y) € B(07 R) @(qja y) = Z:Qn(n - 1>CLn(CU + ly)n
82 +00 82
c () = S (= Dan(o+i9)"? = ~5 L (a.g)

On conclut

Remarque : La fonction f est dite harmonique.



