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Corrigé du devoir en temps libre n°14

Probléme 1

Supposons qu’il existe une solution x de (H) développable en série entiére sur | —R;R[ avec
R > 0. Par dérivation de séries entiéres, il vient pour t € | —R; R [

= oo +00
z(t) = Y a,t" Z(t) = znantn—l 2"(t) = S on(n — 1)antn_2
n=0 n=1 n=2
On injecte dans (H) :
+00 +oo too
Vte]-R;R] S n(n — Dapt™ ' + 35 na t™t + 3 da,t"t3 =0
n=2 n=1 n=0

Avec un changement d’indice dans la derniére somme, il vient pour ¢t € | =R ;R |

+00 +00 +00
Son(n—1Dat" ' 4+ 3> na " P+ Y da, 4" =0
n=2 n=1 n=4

Puis on isole les premiers termes et on rassemble par linéarité

vt e ] -R ; R[ 30/1 + 8G2t —+ 15G3t2 + Z [n(n —+ 2)an + 4an74] tn—l -0
4

+00
ne
Par unicité du développement en série entiére sur | —R ;R [, on trouve
a=ay=as =0 Vn >4 n(n 4+ 2)a, + 4a, 4 =0
Une récurrence immeédiate donne
Vn € N Oani1 = Qanio = gpni3 =0 et ag# 0= ay, # 0

Pour obtenir une expression simple de ay,, on écrit un produit téléscopique

S O IV ——1} N Gt
@ = ao [ [a4(k_1)} =all [%(2/« T T "en )
4n

Pour r > 0, notant u,, = — , il vient
(2n 4+ 1)!

4
Un+1 T

— \

W @t 2)@ntd) o

D’aprés le critére de d’Alembert, on en déduit la convergence absolue de » ", pour tout r > 0
d’ou R = +00. Pour ¢ réel, on a

+00 +00 +00 $An
nzzjoant” = nzzjoa%t‘ln = aonzzjo(—l)”—@n )
+00 (t2>2n
On pose vVt e R o(t) = 7;)(—1)”m
En multipliant par 2, on identifie
, +00 g2y o
Vie R t2p(t) = n;o(_l) 2n 1)l = sin(¢?)



d’out VEER  o(t) = t2

Par conséquent, on a établi

L’ensemble des solutions de (H) développables en série entiére est Vect ().

Sur I =]0;+/7 [, Péquation (H) est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre deux
résolue. L’ensemble Sy est donc un plan vectoriel. Si 1 est une solution de (H) sur I, considérant
le wronskien W de (p,), on a

e — ' =W (L)

3
On sait que le wronskien vérifie I’équation différentielle W' = —;W d’otut
Viel  W(t) = g BeR
=43 avec

On peut désormais considérer I’équation (L) comme une équation différentielle linéaire d’ordre
un avec second membre. La droite vectorielle Vect () est 'ensemble des solutions de I’équation
homogeéne associée et par variation de la constante, avec A dérivable sur I et ¥ = A\, il vient
pour tout t € I

AN (t) = g avec [ €R

13
d’on Viel )\(t):B/L dt—i—oz:—écotan(tz)—i-oc
sin?(#2) 2
avec a, [ réels. Notant a = v et b = —f3/2, on conclut
sin(t?)  cos(t?
r €Sy < J(a,b) eR® | Viel z(t) = At)p(t) =a 2 +5b tg )
in(t? t2

Ainsi Sy = {t el asmt(z )¢ b“’ig ) (a.b) € R?}

Remarque : On peut aussi procéder avec la méthode de Lagrange ou méme conjecturer la forme
des solutions manquantes puis la vérifier.

Probléme 11

1. On se place dans C. 1l existe P € GL,(C), D = diag(\,...,\,) et T triangulaire supérieure
stricte telles que P~'MP = D + T. Il s’ensuit

P~leMP = diag(e?,...,e*) +Q

avec (Q triangulaire supérieure stricte. Par conséquent

det(eM) = ] e = exp <Z>\l> = Tr(M)
i=1 i=1

2. Soit A € o7,(R). On a (eA)T —efM —e A= (eA)f1

d’ot 'orthogonalité de e®. Comme les termes diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls



det(e®) =e™@) =0 =1

Par conséquent exp(#,(R)) € SO, (R)
3. Soit @ réel. On observe A(#) = 6R(7/2) puis
VkeN  A(0)F =60"R(kn/2)
o Ak +oo nk
3 s A(6) _ c(0) _3(9)) _ S 8_ (k:_w) — 9_ ; (k_ﬂ>
d'ou e <3(9) () avec ¢(0) kZ::Ok! cos | s(0) z; sin

Avec des considérations trigonométriques, on remarque ¢(0) = cos(f), s(0) = sin(f) et on conclut

VoecR A9 =R(9)

4. Soit M € SO, (R). On dispose de P € O,(R) telle que PTMP = diag(1,, —L,, R(6y),...,R(6;))
avec les 0; réels. Comme det M = 1, il s’ensuit que ¢ est pair et on peut donc écrire —I, =
diag(R(7),...,R(m)). Ainsi, on obtient

PTMP = diag(L,, R(a), ..., R(a,))
avec les a; réels. Avec le résultat de la question précédente, il vient

M = Pexpdiag(0,...,0,A(),...,A(a,))PT = exp (P diag(0,...,0,A(a1),...,A(a,))PT)

On conclut SO, (R) C exp(,(R))

Probléme 111

1. La famille (cos,sin) est clairement un systéme fondamental de solutions de I’équation homo-
géne (H) associée a I’équation (L). On procéde ensuite par variation des constantes. On cherche
A, p dérivables de [0; +00 [ dans R, solutions pour tout ¢ > 0 de

(it woo) ) = (o) = Goy) = () “nty’) (o)

d’ou Yt >0 AMt)=a— i sin(s) f(s) ds pu(t)=p +/0 cos(s)f(s)ds

avec «a, [3 réels. Les solutions de (L) sont décrites par

Vi >0 x(t) = A(t) cos(t)+pu(t) sin(t) = acos(t)+5 sin(t)—l—/o [sin(t) cos(s) — sin(s) cos(t)] f(s)ds

Ainsi SL = {t > 0+ acos(t) + Bsin(t) + /t sin(t — s)f(s)ds, (a,p) € RQ}
0

2. Par monotonie de f, sa dérivée f’ est de signe constant. Sans perte de généralité, on peut la
supposer positive. On a

t—+o00

/ F(s)ds = £() = £(0) —— € — £(0)

o.]
ce qui prouve la convergence de f'(s) ds. Avec les inégalité
0



Vs > 0 0 < [sin(s) f'(s)] < f'(s) et 0 < cos(s)f'(s)] < f'(s)

on conclut par comparaison

+00 +0oo
Les intégrales / sin(s) f'(s) ds et / cos(s) f'(s) ds convergent absolument.
0 0

3. On a f(t) e ¢+ o(1) = O(1). Par intégration par partie, les fonctions sin et cos étant

—+ +00
de classe €, on a pour t > 0

/ cos(s)f(s)ds = [Sin(s)f(s)]é—/ sin(s)f'(s)ds = O(1)
0 — Jo

=0(1) :af(l)
t
et de méme /0 sin(s) f(s) ds L O(1)

Pour z solution de (L), on dispose de «, § réels tels que

Vi >0 x(t) = accos(t) + Psin(t) + sin(t)/o cos(s)f(s)ds — cos(t)/o sin(s)f(s) ds

Toutes les quantités qui interviennent dans Iexpression de z(t) pour ¢ > 0 sont bornées. Par
conséquent

Toute solution de (L) est bornée.

4. Par intégration par parties, on a pour t > 0

/o cos(s) f(s)ds = sin(t) f(t) — /0 sin(s) f'(s) ds

t t

et / sin(s)f(s)ds = f(0) — cos(t) f(t) +/ cos(s)f'(s) ds
0 0

Soit z solution de (L). On dispose de «, [ réels tels que pour ¢ > 0

x(t) = acos(t) + Bsin(t)

+ sin(?) {sin(t)f(t) - /Ot sin(s) f'(s) ds} — cos(t) {f(()) —cos(t)f(t) + /Ot cos(s) f'(s) ds}
— (1) + cos(t) [a— £(0) - /0 cos(s) f/(5) ds} + sin(#) [5 - /0 sin(s)f'(s) ds}

Comme les fonctions cos et sin n’admettent pas de limite en +00, si x admet une limite finie en
+00, alors

oz:f(())—i-/o oocos(s)f’(s) ds et 5:/0 oosin(s)f’(s) ds

La réciproque est vraie puisque

cos(t) {a — f(0) — /Ot cos(s) f'(s) ds} = O(1)o(l) ——0

t—+o00 t—+o00

et de méme pour 'autre terme. Ainsi, il existe une unique fonction g solution de (L) ayant une
limite finie en +0o0 caractérisée par le choix de a et S précédemment décrit. Par relation de
Chasles, il vient pour ¢t > 0



g(t) = f(t)+ Cos(zf)/tJroo cos(s)f'(s) ds + sin(zf)/joO sin(s) f'(s) ds
= f(t)+ /t+00 [cos(t) cos(s) + sin(t) sin(s)] f'(s) ds

+00
L’unique solution bornée de (L) est g avec Vi >0  g¢(t) = f(t) +/ cos(t — s)f'(s) ds.
t

Probléme 1V

1. Soit M € .7, (R). D’aprés le théoréme spectral, on dispose de P € O, (R) et D = diag(A1, ..., \,)
telles que M = PDPT. 1l s’ensuit
eM = PePPT = Pdiag(e™,...,e’)PT

ce qui prouve que la matrice e™ est symétrique réelle avec des valeurs propres dans |0; +oo .

Ainsi exp(Sn(R)) € LT (R)

Remarque : D’autres approches sont possibles. Pour M € .#,(R), on a (eM)T — M — oM
puis, pour X € #,1(R) avec X # 0, en utilisant la propriété fondamentale de ’exponentielle

qui permet d’écrire eM = (e %>2, il vient
XTeMX = (e¥X) e ¥X = [le ¥X|2 > 0
le caractére strict résultant du fait que e € GL,(R). On retrouve le résultat attendu.
2. Soit B € .77 (R). D’apreés le théoréme spectral, on dispose de P € O, (R) et D = diag(Aq, ..., \y)

avec les \; > 0 telles que B = PDP'. On pose A = diag(In(\),...,In(\,)) et A = PAPT. 1l
vient

e? = Pe”®PT = Pdiag(e™™) ... e®A))PT = Pdiag(\,...,\,)PT =B

On conclut L’application exp : .7,(R) — 7T (R) est surjective.

3. S0it A € .7, (R). D’aprés le théoréme spectral, on dispose de P € O,,(R) et D = diag(\y, ..., \,)
telles que A = PDP'. On note {p1,...,pup} = {e*,i€[1;n]} avec les p; deux & deux dis-

tincts et on pose Q = i In(p;)L; avec (L;)1<i<p famille des polynomes interpolateurs de Lagrange
associée a (1, ... ,,up;.:lPour A€ Sp(A), on a Q(e*) =\ don

Q(e*) = Q (PePPT) = PQ (diag(e™,...,e*)) PT = Pdiag(Ar,..., A\, )PT = A
Ainsi

Pour A € .7, (R), il existe Q € R[X] qui ne dépend que de Sp (e?) tel que Q(e?) = A.

Soient A, B dans .7,(R) telles que e® = eB. D’aprés le résultat préliminaire, il existe Q € R[X]
qui ne dépend que du spectre de e tel que A = Q(e?). Le résultat vaut aussi pour B pour les
mémes raisons puisque e® = e® d’oul

A=Qe*) = Q(e?) = B

On conclut L’application exp : .7,(R) — 1 (R) est injective.




4. Soit A € .7,(R). D’apreés le théoréme spectral, on dispose de (V1, ..., V,,) base orthonormée de

n

vecteurs colonnes propres associée aux valeurs propres A, ..., \,. Pour X = Y x,;V,; € 4, 1(R)
i=1

avec les z; coordonnées de X dans (Vy,...,V,,), il vient avec le théoréme de Pythagore

JAXI® = 1122 A Vill* = 3o NaE < p(A)" 2 ad = p(A)IIXI*

i=1 i=1

d’on [Allop = Sup [JAX]| < p(A)
XeS(0,1)

On note ig € [1; n] tel que |A;,| = p(A). On obtient
A0l = [[Mig Vio | = [Nio| = p(A)

On conclut VA € 7, (R) p(A) = [|Allop

5.(a) Soit M € ZF*(R). Sans difficulté, on vérifie que la matrice M est inversible avec M~! €
ST (R). Apres réduction, on a clairement Sp (M™!) = {\~*, A € Sp(M)}. Pour A € Sp (M), on
a

AL<p(M) et [ATH < p(MT)

d’on p(MTH™E <A < p(M)

On a By, —— B d’ou par continuité de || - ||op

k—o0

p(Br) = |1 Bi|op = IBllop = p(B) >0

On dispose de p entier tel que p(Bg) < 2p(B) pour £ > p et p(Bg) < l\[flax]]p(Bi) pour k < p.
i€[0;p
Alinsi, il existe § > 0 tel que

VkeN  p(By) < B
1
L’inverse matricielle est continue sur GL,(R) puisqu’elle peut s’écrire M +— m@om(M)T,
e

application & coordonnées rationnelles bien définies. Par conséquent, on a B,;l —— Bt ¢
k—o00

ZTT(R) et le méme raisonnement que précédemment permet d’obtenir 'existence de o > 0 tel
que

VkeN  p(B ) <a
Par conséquent, pour k entier et A € Sp (By), on a

ot <p(BH) T <A< p(By) <8

On conclut | Les spectres des matrices By sont dans un compact commun de R?.

5.(b) D’aprés la bijectivité établie aux questions 2 et 3, on dispose pour k entier de A, € .7, (R)
unique telle que B, = e** et de A € .7, (R) unique telle que B = e*. On cherche alors & montrer
A, —— A. Pour A € Sp(Ay), on ae* € Sp(By) d'out A € [—In(a);In(B)]. Ainsi

k—o0
VEEN  Aullop = p(Ax) € [~ In(a) s In(8)]
ce qui prouve que la suite (A)x est une suite bornée de 'espace de dimension finie ., (R). Pour
¢ une extractrice telle que la suite Ay, — A’ avec A’ € 7, (R) par fermeture, il vient par
—00

continuité de 'exponentielle



ehety —— e
k—o0

Par unicité de la limite, on a e®’ = e et d’aprés I'injectivité établie & la question 3, on trouve
A" = A. Autrement dit, la suite (Ag)r a valeurs dans le compact K admet la matrice A pour

unique valeur d’adhérence ce qui prouve

k—o0

On conclut |L’exponentielle réalise un homéomorphisme de .7, (R) vers . 1 (R).

Probléme V (bonus)

1. La fonction f admet un nombre fini de zéros sur tout segment de I. En effet, s’il existe une
suite (), de zéros de f deux & deux distincts de [a;b] C I, on dispose d’une extractrice ¢ telle
que Q) — a € [a;b]. Par continuité, on a

n—oo

0= f(opm)) — fla) =0
n—o0
uitte a ré-extraire, on suppose «.(,) # « pour n entier. Par dérivabilité en «, il vient
©(n)

f(aw(n)) — f(a) s F(a)

a@(?L) — n—o0
La fonction f serait alors solution du probléme de Cauchy

{y” +pi(t)y =0
y(a) =y'(a) =0
et serait donc la fonction nulle ce qui est faux. Les zéros de f sont donc isolés. Soient «, # deux

zéros consécutifs de f. Sans perte de généralité, on peut supposer f(¢) > 0 pour t € |a; 5[ On
a

0=

t) — t) —
[O-1@ 18- 1)
t—a t—p

Faisant tendre ¢ — o™ dans la premiére inégalité et ¢t — 5~ dans la seconde, il vient
flla) =20 et f(B)<0
Supposons que g ne s’annule pas sur | «; 5 [. La encore, sans perte de généralité, on peut supposer
g(t) > 0 pour t € |a; B[ Par continuité de g sur [a; 5], on a g(t) > 0 pour t € [a; 5]. Puis, on
considére W = fg’ — f’g. La fonction W est dérivable sur I et par dérivation
W= [fg = fg+19" = ["9=p1—p2) fg
—_——

<0

Vte|a;p] <0

On en déduit la décroissance de W sur [« ; §]. Puis, on observe

W(a) = —f(a)g(a) <0 et W(B)=—f(B)g(B) =20
Par conséquent, la fonction W est nulle sur le segment [« ; 3] ce qui prouve I'existence d’un réel
A tel que g(t) = Af(t) pour tout ¢t € [a;F]. On en déduit que g s’annule en « et 3. Sinon, la
fonction s’annule sur | o ; 8[. On conclut

’Entre deux zéros distincts de f, il y a au moins un zéro de g.‘

2.(a) On a elfl > 1 et sin solution de 3" +y = 0. D’aprés le résultat de la premiére question,
toute solution de (H) admet au moins un zéro dans [kr; (k4 1)m | avec k entier relatif et par
conséquent



Toute solution de (H) admet une infinité de zéros.

2.(b) Soit g solution non nulle de (H) et «, 5 deux zéros consécutifs de g tels que  — a > 7.
On choisit 6 réel tel que o < 0 < 6 +7 < (5. La fonction ¢ — sin(¢ — 6) est non nulle et s’annule
en 0 et 0 + m. D’aprés le résultat de la premiére question, la fonction g admet un zéro dans le
segment [0 ;60 + 7] ce qui contredit le choix de « et 5. On conclut

La distance entre deux zéros consécutifs d’une solution non nulle de (H) est < 7.




