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Corrigé du devoir en temps libre n°15

Probléme 1

L’ensemble U = || - ||7' (JO;+00[) est un ouvert comme image réciproque d'un ouvert par la
norme, application continue car 1-lipschitzienne. Soit Z = (e;)1<i<n une base orthonormée de E.

Pour z € E, notant x = > x;e; avec les z; réels, on a
i=1

Ve e U flz) = nl

Les fonctions coordonnées sont données par

Vie[l;n] VzeU  fiz)=

Ces fonctions sont rationnelles, bien définies sur U donc de classe € sur U. Ainsi

f € €=(U,E)

Par dérivation, on trouve

M=

5i7j
Y(i,j) e [1;n]> VYreU  dfj(z) = —-
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d’ot Vie[l;n] VzelU &-f(x)zz&f'(x)e':—[ei— - —}
=R S ]| [|]]
Et par conséquent, pour (z,h) € U x E
ixihi
n n = x 1 (x,h) x
Af (@) h = S0 (2 = —— | Shie, — 25 = o 2T
iz l=]]* |i= ]zl | l=]? ]| |

Le vecteur z/||z| forme une base orthonormée de Vect () et on reconnait entre crochet I'ex-
pression de la réflexion orthogonale par rapport & Vect (x)*. On conclut

1
VeeU df(l’) = WSVect (z)+

Variante : Pour (z,h) € U X E, on a

T _ x+h @ +h (2, ) ) .
flee |]|2 4+ 2 (x, h) + ||h]|? EE <1+2 BE + (h)>
) e b

]2 ] Al (el [l [l]

On retrouve le résultat précédent.




Probléme 11

1. Soit o > 0. Supposons f a-fortement monotone. Pour (z,h) € E? et t # 0, on a th ﬁ Og
_>

d’ou

flz+th) = f(z) = df(z)-(th)+o(t) =t (df(z) h+o(1))
puis (f(x+th) — f(x),th) = t*(df(z) - h + o(1), h) > a||th]]* = at?||h]]?
d’ott (df(x) - h+o(1), k) = of[h]?

Faisant tendre ¢ — 0, on obtient  (df(z) - h,h) > af/h|?
Supposons désormais cette condition satisfaite pour tout (x,h) € E?. Soit (z,y) € E% On a
1
f@) = ) = [ Af -+t =) - (- y)
0
Puis, par linéarité du produit scalaire en la premiére variable (en dimension finie), il vient
1
(flz) = fly),z—y) = </ dfly+tlz—y) - (z—y) = —y>
0
1
— [ st =) @) de

0

) — Fy)o—y) > / ol — yll? dt

Ainsi ’Les deux assertions sont équivalentes.‘
2. Soit x € E et h € E tel que df(z)-h = 0g. Alors
al[p]* < (df(z) - h k) =0

d’on l'injectivité de df(x) et comme df(z) est un endomorphisme sur un espace de dimension
finie, on conclut

Pour z € E, la différentielle d f(z) est bijective.

3.(a) Soit (z,y) € E?. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
allz =yl < (f(x) = f(y),x —y) <|[f(=) = f»)lllz =yl

d’ou V(z,y) €E?  alz—y| <[f(z) - fW)l
Iinégalité étant trivialement vraie pour x = y. L’ensemble Im ¢ est une partie non vide de R,
donc admet une borne inférieure m finie. Pour € E, on a

V() = [[f(z) = bl = [If(z) = FO) = [[£(0) =0l = ejz]| = [|f(0) = b]| ———— +o0

[|z]]—+o0

Donc, il existe R > 0 tel que g(z) > ¢g(0) pour ||z|| > R. La boule fermée B;(0,R) est un fermé
borné de 'espace E de dimension finie et il s’agit donc d’un compact. Ainsi, 'application g,
continue comme composée de telles fonctions, atteint son minimum sur B;(0, R). En particulier,
on a g(0) > Min g. Par conséquent

B;(0,R)
Ve € EXBs(0,R > Mi t Vo e Bs(0,R > Mi
r€EXBi(O,R)  g() > Min g et Vue f(0,R)  g(z) > Min g
On conclut ’La fonction ¢ atteint un minimum sur E. ‘
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3.(b) Par composition, Papplication g = (f — b, f — b) est de classe €' avec
dg =A(df, f—b) + {f,df —b) =2(f —b,df)
Ainsi V(a, h) dg(a) -h=2{(f(a) —b,df(a) - h)

3.(c) D’apres 'inégalité obtenue a la question 3.(a)
Vie,y) € B2 allz =yl <[ f(z) = fW)

I'application f est clairement injective. Soit zg € E tel que m = g(zy). Comme E est un ouvert
de lui-méme, le point z( est point critique et on a donc dg(zg) = 0 d’out

Vh e E (f(zo) = b,df(x0) - h) =0

En particulier, pour h = df(zo)~" - (f(zo) — b), on obtient || f(x¢) — b]|> = 0 d’ou b = f(x¢) ce
qui prouve la surjectivité de f et on conclut

’L’application f est bijective.‘

Probléme III1

1. La fonction f est polynomiale car de classe €2 sur 'ouvert R2. Par dérivation, on trouve

0 0
V(z,y) € R? a—i(m,y) =2(z +y) + 32? 8_£($’ y) = 2(z + y) + 3y?

2_ - pr—
On résout : {2(I+y)+3x =0 — {(x y)(x+y) =0

2 4+y)+3y*=0 2z +y)+32°=0

4 4
Les points critiques de f ont pour coordonnées (0,0) et <—§, _5)

2. Par dérivation, on trouve

0% f 0 f 0 f
R? — = 2 — = 2
V(z,y) € 5 (x,y) = 62 + oy (x,y) = 6y + 910y

(z,y) =2

. . 2 2 . o
e En (0,0), la matrice hessienne <2 2) est de déterminant nul. Par conséquent, les conditions

du deuxiéme ordre ne permettent pas de conclure. On a f(0,0) = 0. En développant, on trouve
22y 9.4 4 02
f(z,—x —2?) =, 20 +o(z*) et (z,—z—2°) — (0,0)

Par ailleurs VeeR  f(z,0)=2*+2> et (z,0) — (0,0)
T—>

donc la fonction f prend des valeurs positives et négatives au voisinage de (0,0). Ainsi

Le point (0,0) n’est pas un extremum local.

4 4 —
e En (—g,—g), la matrice hessienne ( 26 —26
trace égale & —12 < 0. Le point considéré est donc un maximum local strict. En observant

f(x,0) = 2% + 2> —— +00, on obtient que le maximum n’est pas global. On conclut
T—+00

> est de déterminant égal & 32 > 0 et de

La fonction f admet un unique extremum qui est un

. . . 4 4
maximum local strict non global atteint en 3 73)




3. La boule fermée B;(0,1) est un fermé borné de I'espace R? de dimension finie et est donc
compact. Par conséquent, la fonction continue f atteint ses bornes sur B;(0,1). Celles-ci sont
atteintes soit dans l'intérieur B(0, 1), soit sur la frontiére 0B(0,1). Si elles sont atteintes &
I'intérieur donc dans un ouvert, alors elles sont points critiques et I'unique point critique présent
dans B(0, 1) est le point (0,0) qui n’est pas extremum. Ainsi

La fonction f admet des extremums globaux sur Bf(0, 1) et les atteint sur 0B;(0, 1).

4. On a Ma x,y) = Ma cost,sint Min x,y) = Min f(cost,sint
(x,y)EBfX(O,l) f< y) tERX f( ) (z,y)€B£(0,1) f( y) teR f< )
On pose VteR  g(t) = f(cost,sint) = (cost +sint)? + cos®t + sin® ¢
1
Pour t réel g(t) = (cost +sint)* + §(cost +sint)(3 — (cost + sint)?)

1
Ainsi VieR  g(t) = §h(cost +sint) on VueR  h(u) =3u+2u?—u?

La fonction h est dérivable avec h'(u) = 3 + 4u — 3u? pour u réel d’ou le tableau de variations

o | @  wym
h(u) [\ / N\
On a vVt e R cost—l—sint:\/?cos(t—%)
h h
Ainsi Max  f(z,y) = Max hiu) et Min  f(z,y) = Min hlu)
(x,y)GBf(O,l) uE[—\/i;\/ﬁ] 2 (x,y)er(O,l) ue[—\/i;ﬁ] 2

Quelques considérations algébriques permettent d’établir

2—+/13 2 13
BBy 2

ce qui prouve que la fonction h atteint son maximum sur [—\/§ V2 } en v/2 et son minimum

2-+/13

2—+/13
3 d’ou des valeurs de t = % et t = Arccos (T) pour la fonction g et on conclut

ﬁ@ et
27 2
2—-+v13
3v2 )

Sur Bf(0, 1), la fonction f atteint son maximum en

son minimum en (cos @, sin @) avec o =

+ Arccos (

N




