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Les démonstrations qui ne sont pas détaillées ont été vues dans le chapitre Structures. On
rappelle les différentes versions de la division euclidienne :

Théoréme 1 (Théoréme de la division euclidienne). Soit (a,b) € N x N*. Il existe un
unique couple (q,7) € Nx [0; b—1] tel que

a=bq+r
Soit (a,b) € Z x Z*. Il existe un unique couple (q,r) € Z x [0; |b] — 1] tel que
a=0bq+r

I Structure de groupe

1 Définition, propriétés

Définition 1. On appelle groupe un couple (G, *) avec G un ensemble (non vide) et  une loi
de composition interne sur G vérifiant :

1. la lov x est associative, i.e.

V(a,b,c) € G* (axb)xc=ax(bxc)
2. la loi x admet un élément neutre (souvent noté e), i.e.

JeeG : VxeG exT=T=Txe
3. tout élément de G admet un symétrique, i.e.

Ve e G dyeG : zxy=e=yx*zx

Si la loi x est commutative, la groupe est dit abélien ou commutatif.

Proposition 1. Soit (G, *) un groupe. On a :
1. ’élément neutre est unique et est son propre symétrique ;
2. tout élément x de G admet un unique symétrique noté x=1 et (z71) ' =x;
8. V(z,y) € G TxYy=€ ou yxr=e =— Y=2a ;
4. V(x,y) € G? (xxy) =y txal

Notations : En général, on note (G,+) un groupe abélien, 0 pour I’élément neutre et —z le
symétrique de z. On note (G, x) un groupe non abélien, 1 I'élément neutre et 2! le symétrique
de x.

Définition 2. Soit (G, *) un groupe, v € G. On pose 2° = e, 2"t = 2Fxx et x=*+D) = gp=Fyp!

pour k entier.

Proposition 2. Soit (G, *) un groupe, © € G et k € Z. On a

(271 = g~

Démonstration. Le cas k = 0 est vrai. Supposons (z71)¥ = 27% pour k entier. On a
(x—l)lwl — (x—l)k xr L = g7k o =1 = p—(k+1)

ce qui prouve I’hérédité. Puis supposons (z71)~* = 2* pour k entier. On a
(x—l)—(k—H) — (x—l)—k * (x—l)—l = ok % p = gkl

Ce qui prouve I'hérédité. O
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Proposition 3. Soit (G,*) un groupe, x € G et (k,{) € Z*. On a

ok kel = F = 2l 2k et ($k)£ = gkt — (ze)k

Démonstration. On procéde par de multiples raisonnements par récurrence. On montre x*xz =

21 pour tout k € Z. Cest vrai pour k entier. Ensuite, si 27% x 2 = 7% pour k entier fixé,
il vient
k k

—(k+1) (k+1)+1

x xx=xFx(zlxz)=a"F =2~

Puis, pour k € Z, on montre ¥ x 2* = 2% pour ¢ entier. C’est vrai pour £ = 0 et si I’égalité a

lieu pour ¢ entier fixé, on a

k+¢ k+0+1

B gltl = (gk T — 1

o thxat)xr =1

d’aprés la propriété ci-avant. On applique alors la relation avec 27! et —k et on trouve pour ¢
entier

Tk xpt = (x—l)—k * (Z)fl)e — (Ifl)*k+€ — gkt
ce qui prouve complétement la premiére propriété. En particulier, on a e = 2% = 2F x 7

d’ott (z%)~! = 27 pour tout k € Z. Puis, pour k € Z, on montre (2*)¢ = 2% pour £ entier.
C’est vrai pour ¢ = 0 et si c’est vrai pour ¢ entier, il vient

(xk)ﬁ—s—l — (xk)z *x ok = okl ok = Rtk — LR(+1)

d’aprés la premiére propriété. Ensuite, pour £ entier, on trouve en utilisant un résultat auxiliaire
mentionné précédemment et la proposition

(z%)~ = ((xk)—1)f = (z7F)! = gkt = gh(=0)
ce qui compléte la deuxiéme propriété. O]

Remarque : Soit (z,y) € G? et k € Z. On peut avoir (x x y)* # 2% x y*. Mais si z et y
commutent, alors (z x y)* = 2 % y* et aussi 2% x y* = y* x 2* avec £ € 7Z.

Définition 3. Soient (Gi,*1), ... (Gu, *,) des groupes. On définit la loi produit x sur [[ G;

i=1
par
(1, @) * (Y1, Yn) = (1 %1 Y1y -+ - Ty %0 Yn)
n
pour (z1,...,2,) et (Y1,...,yn) dans [] G;.
i=1
Proposition 4. Soient (Gy,*1), ... (G, *,) des groupes de neutres respectifs e, ..., e,. Alors
n
G = [[ G; muni de la loi produit x est un groupe dont l’élément neutre est e = (eq,...,ey).
i=1
Le symétrique de (x1,...,7,) € G est (x7',...,271). Si les groupes (G;,%;) sont commutatifs,

alors (G, x) l’est aussi.

Démonstration. On vérifie les propriétés d’un groupe : ensemble muni d’une loi interne, asso-
ciative, avec un élément neutre et tout élément admet un symétrique (aucune difficulté, juste
Iécrire). O
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2 Sous-groupe

Définition 4. On appelle sous-groupe d’un groupe (G, *) une partie H de G vérifiant
1. e e H,
2. V(x,y) € H? rxxy ' eH.

Remarque : Les ensembles {e} et G sont des sous-groupes (triviaux) de G.

’Proposition 5. Soit H un sous-groupe de (G, x). Alors (H,x) posséde une structure de groupe.‘

’Théoréme 2. Une intersection (quelconque) de sous-groupes de (G,x) est un sous-groupe. ‘

Démonstration. Soit (H;);er une famille de sous-groupes de G avec I non vide. Notons H =

ﬂHi. On a e € H; pour tout i € I d’ou e € H. Soit (z,y) € H%. On a x xy~! € H; pour tout
i€l

icldouaxy!eH. O]
Remarque : En général, une union de deux sous-groupes n’est pas un sous-groupe. Par
exemple, dans (R?, +), les ensembles R x {0} et {0} x R sont des sous-groupes mais pas leur
union. On peut démontrer que 'union de deux sous-groupes est un sous-groupe si et seulement
si I'un est inclus dans l'autre.

Définition 5. Soit (G, *) un groupe et A C G. On appelle sous-groupe engendré par A noté
(A) Uintersection de tous les sous-groupes de (G, ) contenant A :

(A) = ﬂ H avee ¥ ={H sous-groupe de G | A C H}
Hes

Remarque : L’intersection porte sur un ensemble non vide puisque G € .¥.

Théoréme 3. Soit (G, ) un groupe et A C G. L’ensemble (A) est le plus petit sous-groupe de
G contenant A.

Démonstration. On a clairement A C (A) et (A) sous-groupe de G comme intersection de

sous-groupes de G. Soit H € .. Alors (A) = ﬂ K CcH. O
Kes

Notation : Pour a € G, on note ({a}) = (a).

Théoréme 4. Soit (G, %) un groupe et a € G. Alors, le sous-groupe (a) est abélien et on a

(a) = {d" k e Z}

Démonstration. Notons H = {ak, k e Z}. Vérifions qu’il s’agit du plus petit sous-groupe de G
contenant a. On a a® = e € H. Puis, pour (x,y) € H2, il existe (k,f) € Z* tel que z = a" et
y =a’. Ainsi, on a xxy~ ' = a** € Het a' = a € H. Si K est sous-groupe de G contenant a,
alors pour k € N, on a a® € K par récurrence et a=* = (a*)~! € K par symétrie. Ainsi, on a
H C K ce qui signifie que H est le plus petit sous-groupe contenant a, autrement dit H = (a).
Enfin, on a

V(k,0) € Z*  d*xa®=ad"* =alxa*

ce qui prouve le caractére abélien. O

B. Landelle 4 ISM MP



Remarque : Pour un groupe (G, +) abélien, on a

Va € G (a) ={ka,k € Z}

’Théoréme 5. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ avec n € N.

Démonstration. Pour n € N, on anZ = {kn,k € Z} = (n) sous-groupe de (Z, +). Montrons que
les nZ avec n € N sont les seuls sous-groupes de (Z, +). Soit H sous-groupe de (Z, +) différent
de {0}. On a HNN* # &. En effet, il existe p € H ~ {0}. Si p > 0, ¢’est fini et sinon, son
symétrique —p est dans HNN*. Ainsi, la partie HNN* est une partie de N* non vide qui admet
donc un plus petit élément. On pose n = min H N N*. Comme n € H, il s’ensuit que (n) C H.
Soit ¢ € H. D’apreés le théoréme de la division euclidienne, il existe (q,r) € Z x [0; n — 1] tel
que ¢ = nq +r. Par suite, on a r = { —ng € H mais comme r < n et n = min HNN* il s’ensuit
que 7 =0 d’ott £ = ng € (n) ce qui prouve H C (n) d’ou H = (n). O

I Morphismes de groupes

1 Définition, propriétés

Définition 6. Soient (G1,*1) et (Go,*2) des groupes. On appelle morphisme du groupe (Gq,*1)
vers le groupe (Go,*o) une application ¢ : Gy — Gg vérifiant

V(z,y) € G w(z*1y) = o) %2 o(y)

Si (Gy,%1) = (Ga,x2), le morphisme est dit endomorphisme de groupes.

Exemples : exp : (C,+) — (C*, %), ¢ : (R,4+) — (C*,x),0 — e ¢ : (0,(R),x) —
({1,-1}, %), A det(A), R: (R,4+) = (SO2(R), x),0 — R(H), etc.

AUH exemple important et trés utile : Soit (G, *) un groupe. Pour a € G, ¢ : Z —
G,k — a”.

’Proposition 6. Une composée de morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Démonstration. Immeédiate. O

Proposition 7. Soit o morphisme du groupe (Gy,*;) vers le groupe (Gg,*s). On a

vler) = ey V(z, k) € Gi X Z o(z¥) = p(x)*

Démonstration. On a p(e;) = p(e; *1 e1) = p(e1) x2 p(er) et en composant par p(e;)™!, on

trouve p(e;) = ey. Soit x € G. Par récurrence, on a p(x*) = p(x)¥ pour k entier. Puis, avec
o(z) %2 p(x™) = p(zx; 271) = p(e1) = eq, on trouve (') = p(x)~! et pour k entier

o) = p((z7)F) = (™) = (p(2) )" = ()~
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2 Noyau et image

’Théoréme 6. Limage d’un sous-groupe par un morphisme de groupes est un sous-groupe. ‘

Démonstration. Soit ¢ morphisme du groupe (G, 1) vers le groupe (G, x2) et Hy sous-groupe
de G1. On a ey = p(e1) € ¢(Hy). Soit (u,v) € p(Hy)?. 1l existe (z,y) € H tel que u = ¢(x) et
v=(y) et on a

= @) o(y) "t =e@) 2 ely™) = ey ) € p(Hy)

Ainsi, ’ensemble ¢(H;) est un sous-groupe de Go. O

U*o V-

Théoréme 7. L’ image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de groupes est un sous-
groupe.

Démonstration. Soit ¢ morphisme du groupe (G, ) vers le groupe (G, x2) et Hy sous-groupe
de Gy. On a p(e;) = ey € Hy d’on 1 € p 1 (Hy). Soit (z,y) € ¢ (Hz)% On a

plrxy™) = (@) 22 e(y) " € Hy
d’ott z %y~ € o (Hy) ce qui prouve que ¢ !(Hs,) est un sous-groupe de G;. O

Définition 7. Soit ¢ morphisme du groupe (Gq,*1) vers le groupe (Gg,*2). On appelle image
du morphisme @ noté Im ¢ ’ensemble défini par Im ¢ = p(Gy) et noyau du morphisme ¢ noté
Ker ¢ l’ensemble défini par Ker o = ¢~ ({e2}).

‘Corollaire 1. Limage et le noyau d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes. ‘

Démonstration. Conséquence immédiate des théorémes [0] et O

Exemples : SO, (R) est le noyau du morphisme ¢ : (O,(R), x) — ({=1,1}, %), A — det A.
U est I'image du morphisme ¢ : (R, +) — (C*, x),0 > e.

Proposition 8. Soit ¢ morphisme du groupe (Gq,*;) vers le groupe (Ga,*3). On a

¢ injectif <= Ker ¢ = {e;}

Démonstration. Le sens direct est immédiat car
reKerp < p(x)=ey=¢p(e;) = x=0¢
Réciproquement, supposons Ker ¢ = {e;}. Soit (z,y) € G%. On a

ex)=ply) = elaxy ') =p@)xely) = = sxy'ecKep=/{e}

autrement dit or)=9ly) = zxqyl=e = x=y
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3 Isomorphisme

’Déﬁnition 8. On appelle isomorphisme de groupes un morphisme de groupes bijectif. ‘

’Déﬁnition 9. Deux groupes sont dits isomorphes sl existe un isomorphisme entre eut. ‘

Notation : On note (Gy, *;) =~ (Gg, x2) ou plus simplement G; ~ G s’il n’y a aucune confusion
possible sur la loi interne.

Exemples : exp : (R,+) — (R*, X) est un isomorphisme de groupes.

’Proposition 9. Une composée d’isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes. ‘

Démonstration. Immeédiate. O

Proposition 10. L’application réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme
de groupes.

Démonstration. Soit ¢ isomorphisme du groupe (Gy, 1) vers le groupe (Ga, %2). Soit (u,v) € G3
et (z,y) € G tel que u = p(x) et v =(y). On a

P uxv) =@ (@) %2 @(y) = ¢ (P *1y) =z x1y =@ (u) x1 9 (v)

Et ¢! est bijectif en tant que réciproque d’une application bijective. O

Définition 10. On appelle automorphisme d’un groupe (G, *) un isomorphisme de (G,*) dans
lui-méme.

1

Exemple : Soit (G,*) un groupe et a € G. L’application ¢, : G = G,z — a*zxa~ ! est un

automorphisme de G (appelé automorphisme intérieur).

IIT Groupe (Z/nZ,+)

Rappels : Soit E un ensemble. Une relation d’équivalence R sur E est une relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive. On appelle classe d’équivalence d’un élément z € E ’ensemble
noté T ou z des éléments qui sont en relation avec x, a savoir

z={ycE|yRa}
L’ensemble des classes d’équivalence forme une partition de E. Pour (z,y) € E?, on a

TRy <= =9y et = Ry < zNNy=9

1 Définition

Définition 11. Soit n entier non nul et (a,b) € Z*. On dit que a et b sont congrus modulo n
st a — b € nZ ou encore n|la — b, autrement dit s’il existe k € 7 tel que a — b = kn. On note

a="b[n].

Proposition 11. Soit n entier non nul. La relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence.

Démonstration. Soit (a,b,c) € Z*>. On a a = a+ 0 x n dou a = a [n]. Si a = b [n], alors
a=>b+knavec k € Zdoub=a—knet —k € Z donc b= a [n] et si de plus b = ¢ [n], alors
b=c+/lnavecl € Zdoua=c+ (k+{)naveck+{¢ecZdoua=c|n|. O
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Notation : Pour k € Z, on note k ou k 1a classe d’équivalence de k € 7Z, a savoir

k={{cZ|l=k[n]}

Définition 12. Soit n entier non nul. On note ZZnZ I’ensemble des classes d’équivalence de
la relation de congruence modulo n, i.e. Z/nZ = {k’, ke Z}.

Proposition 12. Soit n entier non nul. On o Card Z/nZ = n et
Z/nZ = {k,k€[0;n—1]}

Démonstration. Soit £ € Z. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique
couple (¢,7) € Z x [0;n — 1] tel que £ = ng +r dou { = ¥ ce qui prouve Z/nZ =
{l%,k €0;n— 1]]} Montrons que les classes k pour k € [0; n — 1] sont deux & deux dis-
tinctes. Soit (k,£) € [0; n—1]2.Sik={,alorsk—¢ €nZ.Or,onak—(c[—(n—1);n—1]
d’otl k = £. Par contraposée, si k # £, alors on a k # {. Ainsi, les classes k pour k € [0; n—1]
sont deux & deux distinctes ce qui prouve Card Z/nZ = n. O

2 Opération d’addition

Proposition 13. Soit n entier non nul. La relation de congruence modulo n est compatible
avec [’addition, 1.e.
r =u [n]

V(x,y,u,v) € Z* { = z4+y=u+vn
y=v[n]

Démonstration. Soit (k,¢) € Z* tel que x = u + kn et y = v + ¢n. Par suite
r+y=u+v+n(k+7{)

d’ou le résultat. ]

Définition 13. Soit n entier non nul. On munit Z/nZ de lopération + définie par

V(z,y) € Z* IT4+g=xz+y

Remarque : D’aprés la proposition précédente, cette opération est bien définie puisque le
résultat de I'addition ne dépend pas des représentants choisis pour chaque classe.

3 Structure

’Théoréme 8. Soit n entier non nul. Le couple (Z/nZ,+) est un groupe abélien de neutre 0.

Démonstration. T’addition définie sur Z/nZ est bien une loi interne. Soient (z,y,z) € Z3. On
a

rty=r+y=y+r=y+=x
ce qui prouve que la loi est commutative. Puis

T+y+tz=vty+zZ=r+tytz=T+y+z=2+(y+2)

et T+0=2+0=2z
et T+—zrz=1x—2=0
d’ou la structure de groupe abélien. O]
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Remarque : On a établi que pour tout x € Z, on a —= = —=x.

Proposition 14. Soit n entier non nul. L’application ¢ : Z — Z/nZ,x — T est un morphisme
de groupes avec Im ¢ = Z/nZ et Ker p = nZ.

Démonstration. Par définition de I’addition dans Z/nZ, application ¢ est un morphisme. On
a clairement ¢ surjective et p(x) =0 <= x € nZ. O

Proposition 15. Soit n entier non nul, x € Z et k € Z. On a kT = kx.

Démonstration. Considérant le morphisme ¢ : Z — Z/nZ,x — T, pour T € Z/nZ, il existe
x € Z tel que p(x) = T et par suite

Vke€Z kT =ko(z) = @(kr) =ka

IV Groupes monogénes et cycliques

1 Groupe monogeéne

Définition 14. Un groupe (G, *) est dit monogéne s’il est engendré par un élément, i.e. il
existe a € G tel que G = (a). On dit que a est un générateur de G.

Exemples : Z = (1), U, = (w) avec w = e« et n entier non nul.

Théoréme 9. Un groupe monogéne est abélien.

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme O

2 Groupe cyclique

’Déﬁnition 15. Un groupe est dit cyclique s’il est monogéne fini (de cardinal fini).

2im .
Exemple : U, = (w) avec w = e ™ et n entier non nul.

Théoréme 10. Soit n entier non nul. Le groupe (Z/nZ,+) est cyclique et ses générateurs sont
les k avec k € Z tel que k An =1.

Démonstration. On a (1) ={kl,keZ}={k,keZ} =7Z/nZ
d’ott Z/nZ monogéne et donc cyclique puisque fini. Soit k € Z. On a
(k) =Z/nZ < 1€ (k)
L’implication directe est immédiate et la réciproque résulte de (I) C (k). Puis
le(k) & FuecZ | 1=uk=uk < F(u,v)€Z* | 1=uk+vn < kAn=1

la derniére équivalence provenant du théoréeme de Bezout. ]
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3 Description des groupes monogénes

Théoréme 11. Soit (G,*) un groupe monogéne.
— §i Card G = +o0, alors (G, %) ~ (Z,+) ;
— Si Card G = n avec n entier non nul, alors (G, x) ~ (Z/nZ,+).

Démonstration. Soit a générateur de G. L’application ¢ : Z — G,k +— a* est un morphisme
de groupes surjectif puisque G = (a) = Im ¢. Le noyau Ker ¢ est un sous-groupe de Z d’ou
Ker ¢ = nZ avec n entier. Si n = 0, alors ¢ est un isomorphismes de groupe entre (G, *) et
(Z,+) d’ott G infini. Sin # 0, on a p(k) = p({) <= k =1 [n] ce qui signifie que ¢ est
constante sur une classe d’équivalence pour la relation de congruence modulo n. On pose alors
@ : Z/nZ — G,k +— (k) = a* avec k € [0; n — 1]. Cette application est bien définie puisque
©(f) = @(k) pour tout £ € k ce qui signifie que ¢(k) ne dépend que du choix de la classe k et
non du choix d’un représentant dans k. Pour (k,¢) € Z?, on a

@(k) *@(0) = p(k) xp(l) = p(k+0) = ¢ (k+ 1) = g(k + 0)

donc I'application @ est un morphisme. Pour k € Z, on a a* = @(k) puisque k € k d’otu la
surjectivité de . Puis, on a

keKerp < plk)=e¢ <= k€ Kerp=nZ < k=0
d’ou l'injectivité et donc la bijectivité de ¢. En particulier, on a
n=0=—=CardG=00 et n>0=— Card G < o0

Par contraposition et I’étude qui précéde, on a le résultat attendu. O

V  Ordre d’un élément

1 Définition

Définition 16. Soit (G, ) un groupe. Un élément x € G est dit d’ordre fini s’il existe n entier
non nul tel que x™ = e. On appelle ordre de x le plus petit entier n non nul tel que z™ = e.

Notation : Si z est d’ordre fini, on note o(x) son ordre (notation non conventionnelle, a
rappeler). Si G est un ensemble fini, on appelle ordre de G le cardinal de G.

Proposition 16. Soit (G, %) un groupe et x € G avec x d’ordre fini. Pour m € Z, on a

™ =e <= o(x)m

Démonstration. Soit o : Z — (), k +— zF. C’est un morphisme et on a o(x) = min Ker ¢ N N*
d’ou Ker ¢ = o(x)Z d’aprés la preuve décrivant les sous-groupes de Z. Le résultat suit. O]

Théoréme 12. Soit (G,x) un groupe et x € G avec x d’ordre fini. On a
o(z) = Card (x) et (x)~Z/o(z)Z

Démonstration. Soit ¢ : Z — (x) ,k + z*. C’est un morphisme et on a Ker ¢ = o(z)Z. En
procédant comme dans la preuve du théoréme L1} on définit @ : Z/o(z)Z — (x) ,k > z* avec
¢ € k. Cette application est alors un isomorphisme d’oil le résultat. O
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2 Cas d’un groupe fini

’Théoréme 13. Soit (G,*) un groupe fini de cardinal n. Alors, on a x™ = e pour tout x € G.

Démonstration. On suppose G commutatif (cas général hors-programme). Pour x € G, Pappli-
cation a — a x x est bijective d’ou

[Ta=]] (axzx)=2"%[[a = a2"=ce
acG acG acG

Le cas d’un groupe quelconque est prouvé en annexe. O

Remarque : On en déduit notamment que tout élément d’un groupe fini est d’ordre fini.

‘Corollaire 2. Soit (G, *) un groupe fini de cardinal n. Alors, on a o(x)|n pour tout x € G. ‘

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, on a 2" = e et d’aprés la proposition il
vient o(x)|n. O
VI Groupe symétrique

Dans cette partie, n désigne un entier non nul.

1 Définitions

Proposition 17. Soit E un ensemble non vide. L’ensemble des permutations de E (ou bijections
de E dans E) noté S(E) muni de la loi de composition a une structure de groupe.

Démonstration. La loi o est interne puisqu’une composée de bijections est une bijection, elle
est associative d’élément neutre id et tout élément o € S(E) admet un symétrique o=t a droite
et a gauche. O]

Définition 17. Soit E un ensemble non vide. Le groupe (S(E), o) est appelé groupe symétrique
de E. Pour n entier non nul, on note (S,, o) le groupe (S([1; n]), o) appelé groupe symétrique
d’ordre n.

Proposition 18. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. Les groupes (S(E), o) et (S,, o)
sont isomorphes.

Démonstration. On note E = {xy, k € [1; n]}. Considérons la bijection ¢ : [1;n] — E, k —
xp. On pose @ : S,, — S(E), 0+ po oot L’application ® est un isomorphisme de groupes.
Pour (0,7) € S2, on a

Boor)=posorop = pogopoporop ! = dla)o(r)
Et, pour (o,7) € S,, x S(E), on a

L= o=¢ploqyop

7y=®(0) <= y=poogoyp
d’ou le caractére bijectif. O

Remarque : Il suffit donc d’étudier (S,,o) pour connaitre les propriétés de n’importe quel
groupe symétrique d’un ensemble fini.

Notation : On note o un élément de S, par
B ( 1 ... n )
T \e(1) ... on)
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Définition 18. Soit 0 € S,,. On appelle support de la permutation o [’ensemble noté supp o
défini par

suppo = {k € [1; n] | o(k) # k}

Les éléments de [1; n] ~\ suppo sont les points fixes de o.

Proposition 19. Soit 0 € S,,. On a o(suppo) C suppo.

Démonstration. Soit k € suppo. On a o(k) # k d’ou o(o(k)) # o(k) par injectivité de o ce
qui prouve o(k) € suppo. ]

’Proposition 20. Deux permutations a supports disjoints commutent. ‘

Démonstration. Soient o, v deux permutations a supports disjoints et = € [1;n]. Si = ¢
supp o L suppy, alors o(y(z)) = z = 7y(o(z)). Si « € suppo, alors on a o(z) € suppo et
o(y(z)) = o(z) = v(c(z)) et de méme pour x € suppy par symétrie des roles. O

Théoréme 14. On a Card S,, = n!

Démonstration. On procéde par récurrence. L’initialisation est immédiate. On écrit

n

Sn=|]{o€Su|0a(n) =k}

k=1
Soit k € [1; n]. L’application o O|(1in1] réalise une bijection de {o € S,, | o(n) = k}
vers B, i, ensemble des bijections de [1; n—1] dans [1; n] ~{k}). Les ensembles [1; n—1]
et [1;n] ~ {k} sont de méme cardinal fini donc il existe ¢ : [1;n] ~ {k} — [1;n —1]
bijective. L’application ® : 7 — ¢ o 7 réalise une bijection de '’ensemble B,, ;, vers S,_;. Ainsi

Card {c €8S,, | o(n) = k} = Card B,,, = Card S,_;
et Card S, = 3" Card {0 €S, | o(n) = k} = nCard S,_;
k=1

Le résultat suit. O

Remarque : Le résultat vaut aussi pour n = 0 puisque 'application vide entre & et & est une
permutation de <.

2 Cycles et transpositions

Définition 19. Soit p € [2; n]. Une permutation ¢ € S,, est appelée cycle de longueur p ou
p-cycle sil existe iy, ..., i, dans [1; n] deuz & deux distincts tels que

c(iy) =g, ..., clip—1) =1p, c(ip) =i1 et Vke[l;n]~{i,...,5} ck)=k

On note c= (i1 ... ip)

Notations : Il est d'usage de noter la composée des cycles ¢; = (il e ip) et co = (j1 e jq)
comme produit

0100220102:(2'1 ip)(jl jq)

’Déﬁnition 20. Une transposition est un 2-cycle. ‘
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Remarque : Une transposition (z j) a pour simple effet d’échanger 7 et j. Elle est son propre
inverse.

Le théoréme et son corollaire qui suivent sont a redémontrer en cas de besoin.

Théoréme 15. Pour n > 3, le groupe (S,, o) n'est pas commutatif.

Démonstration. On a (1 2) (2 3) = (1 2 3) # (1 3 2) = (2 3) (1 2)
[
Corollaire 3. Pour n > 3, le groupe (S,, o) n’est pas monogéne
Démonstration. S’il 1'était, il serait abélien. O
Proposition 21. Soit ¢ = (iy ... i,) un p-cycle. On a
supp ¢ = {i1,...,0}
Démonstration. Immédiate. O

Proposition 22. L’ordre d’un p-cycle est p.

Démonstration. Par récurrence, on a c¥(iy) = ixy pour k € [0; p— 1] et P(iy) = c(ip) = 1.
Par suite, pour k € [1; p]

e (ix) = (7 (in)) = U (i) = (i) =i
et c*(iy) # i, pour k € [1; p— 1] d’oi1 le résultat. O

Les deux propositions qui suivent ne figurent pas officiellement au programme et sont a redé-
montrer si nécessaire.

Proposition 23. Soit ¢ = (iy ... i,) un p-cycle de S,. On a

Yo €8, gocoo ! = (a(il) U(ip))

Démonstration. Soit 0 € S, et v = o ocoo~t. On vérifie que (o (i) = o(iry1) pour tout
kell;p—1]etv(o(i,) = o(iy). Par ailleurs, on a (i) = ¢ pour tout i ¢ o(suppc). O

Vocabulaire : Soit 0 € S,,. On dit 0 oco o™t est un conjugué de c.

’Proposition 24. Les p-cycles de S,, sont conjugués.

Démonstration. Soit ¢ = (i1 ... ip) et v = (j1 ... Jp) deux p-cycles. On choisit o € S,
telle que o(ix) = ji pour k € [1; p] (choix possible puisque {i1,...,4,} et {j1,...,J,} sont en
bijection et leurs complémentaires également). D’aprés le résultat de la proposition précédente,
onay=cocoo L O

Remarque : En particulier, les transpositions qui sont des 2-cycles sont conjuguées.

Théoréme 16. Tout p-cycle peut se décomposer en produilt de p — 1 transpositions.
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Démonstration. On a (ir ... i) = (ir i) (G2 i3) ... (Gp—1 1p)
On le prouve par récurrence sur p > 2 avec 1’égalité

(v oo dpsr) = (ir oo i) (ip pa1)
O

Théoréme 17. Toute permutation de S,, peut se décomposer en produit d’au plus n — 1 trans-
Positions.

Démonstration. On procéde par récurrence. L’initialisation est triviale. Supposons la propriété
vraie au rang n > 1. Soit 0 € S,41. Si o(n+ 1) = n + 1, alors ¢ induit une permutation sur
S, et on lui applique ’hypothése de récurrence en plongeant les transpositions de S,, dans S,
(en fixant n + 1). Ainsi, la permutation o s’écrit comme produit d’au plus n — 1 transpositions.
Sinon, on considére v = (n +1 o(n+ 1)) o qui vérifie ’hypothése précédente. On conclut avec
o= (n +1 on+ 1)) ~ qui s’écrit comme produit d’au plus n — 1 + 1 transpositions. O

Théoréme 18. Toute permutation de S, autre que id peut se décomposer en produit de cycles
a supports disjoints. Cette décomposition est unique a [’ordre pres.

Démonstration. Voir en annexe. OJ

Exemple : Décomposer en produit de cycles la permutation

_<1234567>
7=\ 47612 3

On trouve o= (1 5) (2 4 6) (3 7)

3 Signature

Théoréme 19. Soit n entier supérieur ou égal a 2. Il existe un unique morphisme de groupes

surjectif € : (S,,0) = ({1, -1}, x).

Démonstration. On note Py ={{i,j}, (i,5) € [1;n]* et i#j}
On pose

YoeS, V{i.j}€Py Tg({i,j}):M et e(o)= II T.({i,j})

- j {17]}67)[2]

Pour {i,j} € Py, on a U<Zz : j<j) = a(j; : ZU@

ce qui justifie que le choix de i et j dans {4, j} n’intervient pas. Soit (o,7v) € S2. On a

eloon) = TI  Toon({i,s}) = [To({7(2),7(7) )T ({7, 5})]

{i,5}€Pg ,J}GP

( (2),v(j)})> e(7)
73}67’[2]

Enfin, I'application Pjg — Py, {4, 5} — {7(¢),7(j)} est bien définie et clairement bijective.

Alnsi II To({v(@),vGH) = TII T.({i,j}) =e(o)

{i,5}€P {i,5}EP)
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et par conséquent e(cdoy) =e(o)e(n)

Soit {a,b} € Ppy. On partitionne Ppy en

Py = {a, 0} U {{i,j} € Py : {i, sy n{a, b} =@} || {{i,j}. i€ [1;n]~ {a,b}}

j€{a,b}

Soit 7= (a D). Pour {i,j} € Py tel que {i,7} N {a,b} =2, on a

T, ({i,j}) = -

)
t—]

11 vient alors

() =Toab) T e = ] () -

i€[1;n]~{a,b} a_bie[[l;n]]\{a,b} i—ai—b

Comme toute permutation s’écrit comme produit de transpositions, il ’ensuit Im ¢ C {—1,1} et
lautre inclusion a lieu puisque —1 € Im € et 1 = £(id ). Ainsi, application € est un morphisme
surjectif de (S, 0) sur ({—1,1}, x). Supposons que ¢ vérifie les mémes caractéristiques. Pour 7
une transposition, on a nécessairement ¢(7) = —1. Sinon, comme toutes les transpositions sont
conjuguées, on aurait ¢(y) = 1 pour toute transposition v et comme une permutation s’écrit
comme produit de transpositions, on n’aurait pas la surjectivité de ¢. Ainsi, pour ¢ = ﬁ T

=1
avec les 7; des transpositions, on a

) == (1) = Cvr = (ITn) = vlo)

ce qui prouve 'unicité. O

p
i=1
Remarque : Pour établir Im e C {—1,1}, on peut utiliser un résultat moins fort que la

décomposition d’une permutation en produit de transpositions en observant simplement que
le(o)| = 1 pour tout o € S,,.

Proposition 25. Soit n entier supérieur ou égal a 2. On a

VoeS, eo)= T 2=l

1<i<j<n =]

Démonstration. On note A = {(i,5) € [1; n]*:4 < j}. L’application ¢ : A — Py, (i,7)
{i,j} réalise une bijection. En effet, c¢’est une application bien définie et pour (i,j7) € A et
L € P, on a

0(i,j) =L <= (i,7) = (minL, max L)
Pour o € S,,, il vient

elo)= 11 To(L) = 11 Tole(.0)= I

LGP[Q] L=y ’L,j) (Zvj)EA 1<i<j<n [ J

Remarque : On en déduit la relation

Vo € 5y [ (o(i)=0(j)=clo) II (i—J)

1<i<j<n 1<i<j<n

Définition 21. L’unique morphisme de groupes surjectif € : (Sp,0) — ({1,—1}, X) est appelé
signature sur S,,.
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Définition 22. Le sous-groupe A,, = Ker ¢ de (S,,0) est appelé groupe alterné d’ordre n.

Remarque : Soit 7 une transposition. L’application ¢ — ¢ o 7 réalise une bijection de A,, sur
S, N A,,. On en déduit

n!
Card A,, = —
ar 5

Proposition 26. Un p-cycle a pour signature (—1)P~L.

Démonstration. On a c=(ir ... ip) = (ir d2) (2 43)...(ip-1 7p)
p—1

d’ou e(c)=TTe((in ixpr)) = (=1)P*
k=1

Exemple : On a A3 = <(1 2 3)>
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Annexe

Théoréme 1 (Théoréme de la division euclidienne). Soit (a,b) € N x N*. Il existe un
unique couple (q,7) € Nx [0; b— 1] tel que

a=0bq+r
Soit (a,b) € Z x Z*. Il existe un unique couple (q,r) € Z x [0; |b] — 1] tel que
a=0bq+r

Démonstration. Soit (a,b) € Z x Z*. On pose ¢’ = LiJ et r=a—|bl¢.On a

et en multipliant par |[b] > 0, il vient 0<a—¢' [b| <b

Si b > 0, on choisit ¢ = ¢’ et si b < 0, on choisit ¢ = —¢’ et ceci prouve I'existence puisque

r=a—"0bq. Si(¢,7")€Z x|[0;|b|—1] vérifie a = b'q+ ', alors
blg—q)=r"—re[=(b]-1);[b] —1]

et comme b(q — ¢') est un multiple de |b|, il s’ensuit ¢ = ¢’ puis r =’ ]

Remarque : Sans recours a la partie entiére, on considére A = {a — |b| k, k € Z} NN qui est
une partie non vide de N puisque {a — |b| k,k € Z} contient a et a — |bja = —a(]b] — 1) et
que I'un des deux est un entier naturel. On choisit  le minimum de A, ¢’ entier relatif tel que
r=a—|blq et ¢ =sgn(b)q.

On présente le théoréme de Lagrange dont un corollaire permet d’établir le théoréme (13| sans
I’hypothése restrictive de commutativité du groupe.

Théoréme 2 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous groupe de G.
Alors, on a

Card H| Card G

Démonstration. On définit une relation binaire pour (z,y) € G? par
TRy <= ye€xH={x~h,h € H}

Soit (z,y,2) € G3. On a x = xxe € zH puis si 2Ry alors il existe h € H tel que y = 2« h d’ou
r=yxh™ ! i.e. yRu et si yRz, il existe k € H tel que 2 = yxk d’ott z = (xxh)xk = z* (hxk)
donc xRz. Ainsi, la relation R est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence pour
cette relation forment une partition de G. Considérons des représentants de ces classes qu’on

p

note xi,...,2,. On a donc 'union disjointe G = |_|$ZH Enfin, pour = € G, l'application
i=1

h — x % h est une bijection de H vers xH. Ainsi

p p
Card G = ) Card z;H = > Card H = pCard H
=1 i=1

1=

]

Remarque : Notant G/H 'ensemble des classes d’équivalence de la relation R, on a appliqué
le lemme des bergers & 'application 7 : G — G/H, z — xH.
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Corollaire 4. Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors, on a o(x)|n pour tout z € G.

Démonstration. Soit x € G. D’aprés le théoréme de Lagrange, on a
o(z) = Card (z)|Card G =n
O

Enfin, on se propose de montrer par récurrence le théoréme [I8 On utilisera sans réserve le
lemme suivant :

T
Lemme 1. Soito € S,, et o = [] ¢ une décomposition en produit de cycles a supports disjoints.
k=1
Alors les permutations o et ¢ coincident sur supp ¢ pour tout k € [1; r].

Démonstration. Immeédiate. O

Proposition 27. Soit ¢ € S,, un cycle et x € suppc. On note p = min {k: e N* | ¥(z) = x}

On a

c=(z c(x) ... @)
Démonstration. Par définition, on dispose de iy,...,7, avec ¢ > 2 dans [1; n] deux & deux
distincts tels que ¢ = (z’l . iq). On note a = 7, et une récurrence immédiate donne i, = c*(a)
pour tout k € [0; ¢ — 1]. Ainsi, on a

c=(a c(a) ... ¢ a)) et suppc={a,cla),...,c"(a)}
On dispose alors de £ € [0; ¢ — 1] tel que z = ¢‘(a). On note
A ={c¥(z),k e N}
Le support d’une permutation est stable par celle-ci d’ot A C supp c. Par ailleurs, on a
i z) = " a) = cl(a) =a € A

et comme c(A) C A, il s’ensuit suppc C A d’ou A = suppe. Pour £ € N, on dispose de
(q,r) e Nx[0; p—1] tel que k = pq + r par division euclidienne d’ou

cH(z) = ' (M(z)) = ' (z)

ce qui prouve Ac{d@),kel0;p—1]}

et I'autre inclusion est immédiate. S'il existe 0 < k < & < p — 1 tel que *(x) = ¥ (z), alors
on a c®*#(x) =z avec K —k € [0; p— 1] ce qui contredit la minimalité de p. On en déduit
Card A = p et par conséquent p = ¢. Notant v = (z c(z) ... ¢ '(z)),ona

VEe[0;qg—-1]  c(y"(@)) = c(c*(x)) = M (z) = y(+*(2))

ce qui prouve que c et v coincident sur suppy = A = supp ¢ d’ou le résultat.

Proposition 28. Soit c € S,, un cycle et x € [1; n]. On a

x €suppc <= c(x) € suppc

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Supposons c¢(z) € supp c. D’aprés le résultat de la
proposition onac=(c(z) ... (x))avecp =2 dou " (z) = c(x) et ¢ étant bijective,
il s’ensuit

r = cP(x) € suppc
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Théoréme 18. Toute permutation de S,, autre que id peut se décomposer en produit de cycles
a supports disjoints. Cette décomposition est unique a [’ordre pres.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. On suppose ’exis-
tence vraie au rang n > 1. Soit o € S,41. Si o(n+ 1) = n + 1, alors ¢ induit une permutation
de S,, qui admet un décomposition en produit de cycles a supports disjoints par hypothése
de récurrence. On suppose ensuite o(n 4 1) # n + 1. La permutation (n+1 o(n+ 1)) o fixe

T
n + 1 et admet donc une décomposition en produit de cycles a supports disjoints [] cg. Si
k=1

T T
n+1¢ |_| supp ¢, alors o(n+1) ¢ |_| supp ¢; d’aprés la proposition [28| et la décomposition
k=1 k=1

c=(n+1 o(n+1)) kIjICk

,
est une décomposition en produit de cycles a supports disjoints. Sin+1 € |_| supp ¢, alors il
k=1

existe un unique ko € [1; 7] tel que ¢, = (n +1 ... o t(n+ 1)) d’aprés la proposition
On en déduit

(n+1 o(n+1)(n+1 ... o?'(n+1))=(oc(n+1) ... o n+1))
d’otl o= (o(n+1) ... o?'(n+1)) 11 Ck

ke[ 1;7r]~{ko}

qui est une décomposition de o en produit de cycles & supports disjoints. On suppose 'unicité
a Pordre prés vraie jusqu'au rang n > 1 (récurrence forte). Soit 0 € S,41. Si o(n + 1) =
n + 1, alors ¢ induit une permutation de S,, et se décompose de maniére unique a 'ordre preés
par hypothése de récurrence. Sinon, on considére deux décompositions en produit de cycles a
supports disjoints :

S T

o=[lv=1I[c

i=1 k=1
On dispose d’un unique ig € [1; s] et ko € [1; r] tels que n+1 € suppy,, et n+1 € supp ¢y, .
Ainsi, d’aprés la proposition on a

Yio=(+1 ... o (n+1)) et ¢=(Mm+1 ... 07 (n+1))
avec pet ¢ > 2. On a
p=min{keN* |+ (n+1)=n+1} =min{k e N | o"(n+1)=n+1}

puisque o et ;, coincident sur supp -y, et de méme avec ¢, d’ott p = ¢. Ainsi, on trouve apres
simplification
I1 Vi = I1 Ck
€] 1;s]~{io} ke[1;r]~{ko}
et on conclut par hypothése de récurrence. O
Remarque : La plupart des preuves qu’on trouve dans la littérature sont constructives : on

construit les cycles concernés a partir d’'une permutation en considérant les orbites. La preuve
qui précéde permet de varier un peu ...
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