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Feuille d'exercices n°79

Exercice 1 (*)

Soit G =
¶
a+ b

√
2, (a, b) ∈ Q2

©
.

1. Montrer que G est un groupe pour l'addition.

2. Montrer G∗ = G∖ {0} est un groupe pour la multiplication.

Exercice 2 (*)

Soit (G, ⋆) un groupe tel que x 7→ x2 soit un morphisme de groupes. Montrer que G est abélien.

Exercice 3 (*)

Décrire les groupes d'ordre 5.

Exercice 4 (*)

Déterminer deux groupes d'ordre 6 non isomorphes.

Exercice 5 (**)

1. Déterminer les morphismes de groupes de Z/3Z vers Z/2Z× Z/4Z.
2. Déterminer les morphismes de groupes de Z/6Z vers Z/8Z.

Exercice 6 (*)

Soit n ⩾ 2. Calculer
∑
σ∈Sn

ε(σ)

Exercice 7 (**)

Soit (G,×) �ni d'ordre n et k entier premier avec n. Montrer que pour tout g ∈ G, il existe un
unique x ∈ G tel que g = xk.

Exercice 8 (**)

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Z,+).

Exercice 9 (**)

Soit n entier non nul et d un diviseur de n. Montrer qu'il existe un unique sous-groupe de
(Z/nZ,+) de cardinal d.
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Exercice 10 (**)

Soit n ⩾ 3. Montrer que Sn est engendré par les permutations suivantes :

1.
(
1 2

)
, . . . ,

(
1 n

)
;

2.
(
1 2

)
,
(
2 3

)
, . . . ,

(
n− 1 n

)
;

3.
(
1 2

)
,
(
2 3 . . . n

)
.

Exercice 11 (**)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, n un entier non nul et (Xi)1⩽i⩽n une famille de variables
aléatoires indépendantes avec Xi ∼U[[ 1 ; i ]] pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]]. On pose

σn =
(
1 X1

) (
2 X2

)
. . .

(
n Xn

)
Montrer que σn ∼USn .

Exercice 12 (**)

Soit n entier non nul. Pour σ ∈ Sn, on pose Mσ =
(
δi,σ(j)

)
(i,j)∈[[ 0 ;n−1 ]]2

∈ Mn(R) et fσ ∈

L (Rn) l'application canoniquement associée. Déterminer la nature de l'application de
1

n!

∑
σ∈Sn

fσ

et préciser son noyau et son image.

Exercice 13 (**)

Soit n entier non nul. Déterminer un sous-groupe de R isomorphe à Zn.
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