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Feuille d'exercices n°80

Exercice 1 (***)

Soit (G,×) un groupe et A ⊂ G. On dé�nit le centralisateur de A noté C(A) par

C(A) = {x ∈ G | ∀a ∈ A ax = xa}

1. Montrer que C(A) est sous-groupe de G et C(G) ⊂ C(A).

2. Montrer que C(A) = C(⟨A⟩).
3. Déterminer C(Sn) pour n ⩾ 3.

Exercice 2 (***)

Soit G un groupe �ni véri�ant ∀x ∈ G x2 = e

1. Montrer que G est un groupe abélien.

2. On suppose que G est �ni non réduit à {e}.

(a) Justi�er l'existence de n = min {Card P, P ⊂ G tel que ⟨P⟩ = G} entier non nul.
(b) Soit (x1, . . . , xn) ∈ Gn tel que G = ⟨x1, . . . , xn⟩. On pose

φ : (Z/2Z)n → G, (α1, . . . , αn) 7→ xα1
1 . . . xαn

n avec αi ∈ {0, 1}

Justi�er que φ est bien dé�nie et véri�er que φ est un morphisme de de groupes.

(c) Conclure que G ≃ (Z/2Z)n

Exercice 3 (***)

Soient p et q des entiers non nuls premiers entre eux. Montrer que l'application φ : Up × Uq →
Upq, (x, y) 7→ xy est un isomorphisme de groupes.

Exercice 4 (***)

Soit n ⩾ 2. On note Dn les dérangements de Sn, c'est-à-dire les permutations de Sn sans point
�xe. Calculer

∑
σ∈Dn

ε(σ).

Exercice 5 (***)

Soit (G, ⋆) un groupe cyclique et H un sous-groupe de G. Démontrer que H est cyclique.

Exercice 6 (***)

Soit (G,×) une groupe �ni d'ordre n et x ∈ G avec o(x) = d. Montrer

∀k ∈ Z o(xk) =
d

d ∧ k
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Exercice 7 (***)

Quel est l'ordre maximal d'un élément de S8 ?

Exercice 8 (***)

Soit φ un morphisme d'un groupe �ni (G,×) vers un autre groupe. Établir

Card G = Card Ker φ× Card Im φ

Exercice 9 (****)

Décrire les sous-groupes de (R,+).

2


