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Feuille d’exercices n°81

Exercice 1 (**%*)

Soit (G, x) un groupe. Pour a € G, on note
VeeG  pu(z) =aza™?
1. Montrer que ¢, est un automorphisme de G pour tout a € G.

2. Montrer que Z = {¢,,a € G} est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G.

3. Montrer que si (Z,0) est monogéne, alors (G, X) est commutatif.

Indications : 1. Pour a € G, vérifier que ¢, est un morphisme de (G, x) dans lui-méme puis
résoudre 1'équation y = ¢, () avec (z,y) € G* d’inconnue z.

2. Déduire du résultat précédent que tout élément de Z admet un symétrique dans Z puis vérifier
la stabilité par composition.

3. Pour (b,c) € G?, écrire ¢y et ¢. comme élément de Z = (p,) avec a € G puis interpréter
beb~tet a laide de ¢y et .

Exercice 2 (***)

Soit (G, x) un groupe fini d’ordre n. Montrer que

1. G est isomorphe & un sous-groupe de S, ;

2. G est isomorphe est a un sous-groupe de O, (R).
Indications : 1. Considérer ® : a — ¢, ou ¢, : G — G,z — ax.
2. Considérer x : S, = A,(R),0 — (d;0())

1<i,j<n’

Exercice 3 (***)

Soient (Gy, X) et (Gg, X) deux groupes cycliques.
1. Pour (z,y) € G; X Gy, déterminer I'ordre de (z,y) en fonction de o(x) et o(y).
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour avoir G; x G cyclique.

Indications : 1. Utiliser la loi produit sur G; X Gq et les propriétés de divisibilité relatives a
lordre d’un élément.

2. Supposer G x Go cyclique, considérer un générateur (z,y) puis utiliser une relation liant pged
et ppcm et observer des relations de divisibilité avec les ordres de x et y.

Exercice 4 (***)

Soit (G, X) un groupe cyclique de cardinal n. Montrer que le cardinal de (Aut(G),o) est p(n).

Indications : Notant G = (a), observer que pour f € Aut(G), on a f(a) = a* avec un entier

¢ €[0;n—1] qui caractérise f puis utiliser ensuite un isomorphisme naturel entre Z/nZ et G.



Exercice 5 (***)

Décrire les groupes d’ordre 4.

Indications : Si G d’ordre 4 non cyclique, montrer qu’il contient deux éléments distincts
x et y d’ordre 2 puis décrire G. Considérer alors un morphisme de groupes a valeurs dans

{a*y’, (k,0) € {0,1}°}.

Exercice 6 (***)

Montrer qu’un groupe est fini si et seulement si ’ensemble de ses sous-groupes est fini.

Indications : Si ’ensemble des sous-groupes de G est fini, établir que G = U (x) avec F partie

zeF
finie de G puis montrer que (x) est fini pour tout x € F.

Exercice 7 (***%*)
Montrer que les groupes (Z",+) avec n entier non nul sont deux & deux non isomorphes.

Indications : Montrer que n est le cardinal minimal d’une famille génératrice de Z" puis consi-
dérer un isomorphisme de Z" sur Z™ avec n et m entiers non nuls.



