ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°84

Exercice 1 (**)

Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit premier si
Ve,ye A zyel=ax€louyel

1. Décrire les idéaux premiers de Z.

2. Soit A un anneau commutatif, I idéal premier et J, K des idéaux. Montrer que
JNK=1I = J=1 ou K=I

Corrigé : 1. Soit I idéal premier de Z. On suppose I # {0} sinon c¢’est immédiat par intégrité
de Z. 11 existe p entier non tel que I = pZ. Si p = ab avec a et b > 1, alors ab € pZ et a ¢ pZ,
b ¢ pZ. On a donc nécessairement p premier. Supposons p premier. Soient a et b dans Z tels que
plab. Alors, on a pla ou p|b ce qui prouve que I est un idéal premier. Ainsi

’Les idéaux premiers de Z sont exactement les pZ avec p € 77.‘

2. Supposons JNK =1. Si K =1, il n’y a rien a faire. Supposons K # 1. Soit x € J et y € K~ L.
On a zy € J et zy € K par absorption d’ou zy € I. Comme I est premier, il vient x € lou y € 1
ce qui est exclu. On en déduit x € I d’ott J C I et 'autre inclusion est immédiate par hypothése.
On conclut

JNK=I=J=IouK=1]

Exercice 2 (**%*)

Un anneau A est dit de Boole si tout élément z € A vérifie 2 = z. On considére A un anneau
de Boole.

1. Montrer que pour tout x € A, on a x + x = 05 et que A est commutatif.

2. Soit (z,y) € A2. Calculer zy(z +y). En déduire que si A posséde plus que deux éléments,
il n’est pas intégre.

Corrigé : 1. Soit (z,y) € A% On rappelle que

(—z+2)x =05 =(—2)z+2> = (—2)r=—20?

et (—2)(—x+2) =05 = (—2)+ (—2)x = (—2)?—-2> = (~2)?=-x
On a r=1=(-r) =-1r = z4+1=04

puis (r+y)l=a+y <= 2’ +ay+tyr+y’=v+y < ay+yr =04
d’ou xy +yr — (xy + zy) = yxr — xy = 04

Ainsi ’On a x4+ x = 0a pour tout x € A et 'anneau A est commutatif.

2. Soit (z,y) € A% On a
zy(x+y) = ya® + 2y’ = yr +zy = zy + ay



D’ou V(z,y) € A2  axy(z+y) =04

Si A contient au moins trois éléments, on peut choisir x = 1 et y & {0a, 14 }. Ainsi, on a

ry(x+y) =y(la+y) =0 et y# -1 =14

’Si Panneau A contient plus de deux éléments, alors il n’est pas intégre.‘

Exercice 3 (****)

On note A = Z[\/2] = {a + V2, (a,b) € ZQ} muni des opérations (+, X).
1. Montrer que A est un anneau commutatif.

2. Justifier que pour = € A, I'écriture = a + by/2 avec (a,b) € Z? est unique.
3. Pour £ = a + bv/2 € A, on note N(z) = a® — 20%. Vérifier que

V(z,y) € A*  N(zy) = N(z)N(y)
4. Montrer que r € UA) < N(x) € {+1}
5. Montrer que min U(A)N]1;+00[=1++2

6. En déduire x€ UA)N]0;+00] = Tne€Z|x=(1+2)"
7. Décrire U(A).

Corrigé : 1. Sans difficulté, on vérifie que A est un sous-anneau de (R, +, x) d’ou

’L’ensemble A est un anneau commutatif. ‘

2. Soit (a,b) € Z? et (c,d) € Z* tel que a+bv2 =c+dy2. Onaa—c= (b—d)v2. Sib—d#0,
alors v/2 est rationnel ce qui est faux d’oil b = d puis @ = ¢ et par conséquent

veeA  a,b)€Z | r=a+b/2

ZV2) — Z[V2
3. On pose ©:
a+bvV2 — a— b2
L’application est bien définie puisque le couple (a,b) € Z? est unique pour z = a + bv2 € A.
On a Ve e A N(z) = zp(z)
puis V(z,y) € A N(zy) = zo(2)ye(y)

et notant © = a + bv/2 et y=c+ d\/ﬁ, il vient
o(zy) = ac + 2bd — (ad + bc) V2 = ac + 2(—=b)(—d) + (a(—d) + (=b)c) V2 = w(z)¢(y)

D’oil V(z,y) € A>  N(zy) = N(z)N(y)

4. Soit x € U(A). 1l existe y € A tel que zy = 1 d’ott N(2)N(y) = N(zy) = 1. Or, les quantités
N(z) et N(y) sont des entiers relatifs donc appartiennent & U(Z) = {+1}. Réciproquement,
si N(z) = *£1, alors on a xzp(x) = +1 d’oit 2N(x)p(x) = 1 autrement dit x € U(A) avec

2! = N(z)p(z). On conclut

r € UA) < N(x) € {+1}
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5. On a clairement 14+v2€UA)N]1;+00]

Soit 2 € U(A)N]1;+00[. On suppose x = a—bv/2 avec (a,b) € N2. Alors, on a p(z) = a+bv/2 >
x> 1doi N(z) = 2p(z) > 1 ce qui est faux. Si ¥ = —a +by/2, alors —p(x) =a+bv/2 > 2 > 1
d’ott —=N(z) > 1 ce qui est encore faux. Il s’ensuit que 2 = a + by/2 avec (a,b) € N? et comme
les cas a = 0 ou b = 0 sont exclus, il s’ensuit que z > 1+ /2 et on conclut

min U(A)N]1;+00[=1++2

6. On a (1+vV2)" ——= 400 et (14+v2)" ——0

n—0o0 n——o0

On en déduit la partition de ] 0;+00 [ donnée par |0;+00 [ = U [(1 +V2)"; (14 V2)"H [ Par
nez
suite, pour z € U(A)]0;+o0 |, il existe un unique n € Z tel que

(14+v2)" <z < (1+2)"

d’ou 1<z(1+V2) ™™ <1+V2

Or, on a z(1 + v/2)™ € U(A) puisque U(A) est un groupe multiplicatif. Si on avait x(1 +
V2)™" > 1, cela contredirait la minimalité de 1 + /2 dans U(A) N ]0;+00[. On en déduit que
z(1 4+ +/2)™™ = 1 autrement dit

Vo € UA)N]0;+00]| IneZ | z=(1++V2)"

7. On a clairement 0 ¢ U(A) et si x € U(A)N]-00;0], alors —x € U(A)N]0;+0c0 | et le résultat
précédent s’applique. On conclut

UA) = {+(1+v2)",n € Z}

Exercice 4 (****)

Soient a > f3 les racines de P = X? — X — 1. On pose A = {z + ay, (z,y) € Z*} et 'application
o:A—=Rzx+ay—z+ Py

1. Montrer que A est un anneau et que o est un automorphisme de A. Expliciter o~1.

2. On note U l'ensemble des inversibles de A et N: A - R, z — zo(2).

(a) Pour z € A, montrer 2e€U < |N(2)|=1

(b) Soit V=UnN]1;+00[, montrer que si x +ay € V, alors x > 0 et y > 1.

(c¢) En déduire V ={a",n € N*}
145 1-V5

Corrigé : 1. On trouve a = 5 et f =

.Onale A Soit (u,v) € A? avec

u=x+ay,v==z+atouux,y, zettsont entiers relatifs. On trouve
w = (v + ay)(z +at) = vz + a(yz + xt) + >yt
=zz+alyzt+at)+ (1+a)yt =xz+yt + alyz +at +yt) € A

et utv=z+z+aly+t) €A

Ainsi L’ensemble A est un sous-anneau de (R, +, x) donc est un anneau.




Vérifions que o est bien défini. On a
u=v <= r+ay=z+at <= v—z=a(y—1)
On en déduit r=z <= y#t
xr—z
Siy #t, alors a = po— € Q ce qui est absurde d’ott y = t et par suite x = z. L’écriture d’un
élément de A est donc unique ce qui prouve que 'application o est bien définie. Puis, on a
olutv)=x+z+By+t)=x+Py+z+Bt=0c(u)+ocv)
et
o(uwv) = xz+yt+ Byz+xt+yt) et o(u)o(v) = (x+ By)(z+ Bt) = vz +yz+ B(yz + xt +yt)
Avec aff = —1, il vient

o(af) = o(a)o(f) = —1

1
d’onl of)=—==«
g
Ainsi oz +ay)=c(x+By) =x+ay
On conclut L’application est un automorphisme d’anneau avec o~ ! = o.

2.(a) Soit u € U avec u = x + ay, x et y entiers relatifs. Avec o = —1 et a« + = 1, il vient
N(u) =uo(u) = (z +ay)(z + By) =2 —y* +zy € Z
S’il existe v € U tel que uv = 1, alors
N(uv) = wvo(uww) = uo(u)veo(v) = N(u)N(v) et N(uv) =N(1) =1
On en déduit que N(u) € U(Z) = {—1, 1}. Réciproquement, on a
Nu)==%1 <= (z+ay)(x+py) =1 <= u(xo(u)) =1
ce qui prouve que u € U. On conclut
U={ueA : |[Nu)| =1}

2.(b) Soit u € V. Supposons que u = x — ay avec (z,y) € N2, Comme —a < 0 et —3 > 0, on a
clairement z — Sy > ¢ — ay > 1 puis

N(u) = (z — ay)(z — By) > 1
ce qui contredit u € U. Supposons que u = —x + ay avec (z,y) € N2. Comme —z + ay > 1, on
a nécessairement y > 1. Six > 1, alors —z + fy < —1+ G et on a

N(u) = (—z + ay) (—z + By) < —1

N J J

TV
>1 <—1+48

ce qui contredit u € U. On conclut

Pour (z,y) € Z*, siz+ay € V,alorsz > 0 et y > 1.

2.(c) D’aprés le résultat précédent, on a o« = Min V. On en déduit {a",n € N*} C V. Récipro-

quement, soit x € V. On observe que o —— +0o d’ou V C [a;+00 [ = U [oz”;oz”+1 [ Par
n—oo
neN*

conséquent, il existe n entier non nul tel que x € [a" ;"™ [d'ou 1 < 2(—8)" < a. Comme U est
un groupe multiplicatif, on a z(—5)" € U. Si x(—f£)" > 1, alors on aurait z(—£)" > Min V = «
ce qui est faux. On en déduit z(—f5)" =1 d’ott x = ™. On conclut

V ={a",n € N*}




