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Feuille d'exercices n°84

Exercice 1 (**)

Un idéal I d'un anneau commutatif A est dit premier si

∀x, y ∈ A xy ∈ I =⇒ x ∈ I ou y ∈ I

1. Décrire les idéaux premiers de Z.
2. Soit A un anneau commutatif, I idéal premier et J,K des idéaux. Montrer que

J ∩K = I =⇒ J = I ou K = I

Indications : 1. Étudier pZ avec p composé et p premier.
2. Si J ∩K = I, supposer K ̸= I et montrer I = J.

Exercice 2 (***)

Un anneau A est dit de Boole si tout élément x ∈ A véri�e x2 = x. On considère A un anneau
de Boole.

1. Montrer que pour tout x ∈ A, on a x+ x = 0A et que A est commutatif.

2. Soit (x, y) ∈ A2. Calculer xy(x+ y). En déduire que si A possède plus que deux éléments,
il n'est pas intègre.

Indications : 1. Pour (x, y) ∈ A2, considérer (−x)2 puis (x+ y)2.
2. Pour la non-intégrité de A, choisir x = 1A et y /∈ {0A, 1A}.

Exercice 3 (****)

On note A = Z[
√
2] =

¶
a+ b

√
2, (a, b) ∈ Z2

©
muni des opérations (+,×).

1. Montrer que A est un anneau commutatif.

2. Justi�er que pour x ∈ A, l'écriture x = a+ b
√
2 avec (a, b) ∈ Z2 est unique.

3. Pour x = a+ b
√
2 ∈ A, on note N(x) = a2 − 2b2. Véri�er que

∀(x, y) ∈ A2 N(xy) = N(x)N(y)

4. Montrer que x ∈ U(A) ⇐⇒ N(x) ∈ {+− 1}

5. Montrer que minU(A) ∩ ] 1 ; +∞ [ = 1 +
√
2

6. En déduire x ∈ U(A) ∩ ] 0 ; +∞ [ =⇒ ∃n ∈ Z | x = (1 +
√
2)n

7. Décrire U(A).
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Indications : 3. Poser φ : Z[
√
2] → Z[

√
2], a + b

√
2 7→ a − b

√
2. Véri�er que l'application est

bien dé�nie puis écrire N à l'aide de φ.
4. Observer que pour x ∈ U(A), on a N(x) ∈ U(Z). Pour la réciproque, utiliser l'écriture de N
avec φ.
5. Pour x ∈ U(A) ∩ ] 1 ; +∞ [, disjoncter les cas x = a − b

√
2, x = −a + b

√
2 avec (a, b) ∈ N2 et

en déduire une contradiction portant sur N(x) ou −N(x).

6. Justi�er l'égalité ] 0 ; +∞ [ =
⋃
n∈Z

î
(1 +

√
2)n ; (1 +

√
2)n+1

î
puis pour x ∈ U(A) ∩ ] 1 ; +∞ [,

discuter de x(1 +
√
2)−n avec n entier relatif bien choisi.

Exercice 4 (****)

Soient α > β les racines de P = X2 − X− 1. On pose A = {x+ αy, (x, y) ∈ Z2} et l'application
σ : A → R, x+ αy 7→ x+ βy.

1. Montrer que A est un anneau et que σ est un automorphisme de A. Expliciter σ−1.

2. On note U l'ensemble des inversibles de A et N : A → R, z 7→ zσ(z).

(a) Pour z ∈ A, montrer z ∈ U ⇐⇒ |N(z)| = 1

(b) Soit V = U ∩ ] 1 ; +∞ [, montrer que si x+ αy ∈ V, alors x ⩾ 0 et y ⩾ 1.

(c) En déduire V = {αn, n ∈ N∗}

Indications : 1. Véri�er que A est sous-anneau de (R,+,×). Justi�er que l'application σ est bien
dé�nie en prouvant l'unicité de l'écriture d'un élément de A puis déterminer σ2 en considérant
αβ.
2.(a) Observer que N(u) ∈ Z pour u ∈ U.
2.(b) Pour u ∈ V, supposer u de la forme u = x − αy puis u = −x + αy avec (x, y) ∈ N2 et
aboutir à une contradiction sur la valeur de N(u).
2.(c) Déterminer α comme élément remarquable de V puis comparer {αn, n ∈ N∗} et V.
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