ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°35

Exercice 1 (**)

Soit E un K-evn et f € €' ([a;b],E) avec f( ) = 0. Montrer

|| / roy ) < L2 sup o))

telab]

Corrigé : On a f’ continue sur [a;b] donc bornée sur ce segment. D’aprés 'inégalité des
accroissements finis, il vient

vte[a;b] lfOI=1/E) = fla)l < Sup [[f' (W)t —al

u€la;b]

Par inégalité triangulaire, on obtient

[ e < [isonas [ sw 1rwie-o

o b b—a
Ains I oyt < 52 sup o)
Variante : On pose F définie sur [a;b] par F(x / f(t) dt pour x € [a;b]. On a F €
€*([a;b],E) et d’apres I'inégalité de Taylor—Lagrange
/ (b — a>2 "
IF(0) = Fla) = F(a)(b — a)|| < = tS[uIZ] [E" @)l
cla;

et avec F'(a) = f(a) = 0, on retrouve le résultat attendu.

Exercice 2 (***)

Etudier la nature de la suite (sin(In(n)))ns1.

Corrigé : Notons n; = |e*2 | pour k entier. On a

VEEN 0<ef2 —nu<1
On en déduit notamment n ~ ez —— 10
n—+00 k—+00

On pose f(z) = sin(In(z)) pour tout = > 0. On a f dérivable sur | 0;+o0c0 [ comme composée de
telles fonctions et par dérivation
1
Ve >0 f'(xz) = = cos(In(x))
x
Pour k entier, il vient par inégalité des accroissements finis appliqués a f sur [nk ;ekﬂ
1 1

£0) = F)] < - e — 5] < - = o(1)

x . (kK . -
On a f(e*?) =sin (%) pour k entier donc en particulier

1



f(e?*2) =sin(kn) =0 et fle@W+D3) =sin <2k'7r + g) =1

Alnsi f(nag) =o(1) et f(na1) =1+o0(1)

donc il existe deux suites extraites (quitte a réextraire pour garantir la stricte croissance) de
(sin(In(n))),, qui admettent des limites différentes. On conclut

La suite (sin(In(n))), est divergente.

Exercice 3 (***)

Déterminer ngrpm kgl sin (n _T_ k)
Corrigé : D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a
2
Yu € R sin(u) — u| < %
On pose Vn € N* An:k;[sm(nj—k>_nikl
n 2 7.(_2
On a Vn € N* A, < — =o(1
Al < ,{;2(71 + k)? (1)
Puj $sin (1) = 5ol 1i”+<1>
uis sin =— 0
=1 +k +1 nigs 1+ k/n

D’apres le théoréme de convergence des sommes de Riemann, on conclut

1
n T wdt
1 7 = 1 2
lgz::lSln(n—i—k) n—00 /0 1+1¢ ™ in(2)

Exercice 4 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie et f € €*(R,E). On suppose que f et f” sont bornées. On
note Mo = || f|loc et My = || f"[|o-

2M hM
1. Soit z € R, montrer que Vh >0 | (x)] < TO +— 2
2. En déduire M = || [l < 2v/MoM,

3. Peut-on améliorer 'inégalité ?
Corrigé : 1. D’apreés I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a
V(z,h) eR*  [[f(z+h) = f(z) = hf'(2)]| <
d’ot, par inégalité triangulaire

[ @)} = W (z +h) = f(x) = hf'(z) = flz+ D)+ f(2)]]

Msh?
2

Myh?

SN+ h) = flz) = hf' @) + 1f @+ B+ 1 ()] < 2Mo +



2My  hM,

2. 51 My = 0, on a ||f'(z)| < T pour tout h > 0 et faisant tendre h — +o0, il s’ensuit
| f'(x)|l = 0 pour tout = réel. L’inégalité a donc lieu. Si My # 0, on pose
2My  hM,
Vh >0 h) = ——
p(h) = ==+ —
2M M M
Par dérivation VA >0  @(h)=—"24 =220 < h<2/—
h? 2 M,
: Mo
et par suite Inf p(h) = p(24/— ) = 2v/M¢M,
h>0 M2
Passant & la borne inférieure en h > 0 de part et d’autre dans 'inégalité
V(z,h) € Rx]0;+00  [If'(z)]] < o(h)
on obtient Vr e R | ()| < }Ilng ©o(h)
>

Et passant a la borne supérieure en x réel, on conclut

M; < 2v/MoM,

3. Pour x, h réels, avec I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

19+ ) = J@) A @) < 22 et f@—h) = @)+ hp )] < =2

puis
1f(z+h) = f(z—h) =2nf'(2)|| = [|f(z + h) = f(z) = hf'(x) = (f(x = h) = f(z) + hf'(2))]]
< f(z+h) = f(z) = hf' ()l + 11 (@ = h) = f(z) + hf' ()]
If(z+h) = f(z = h) = 2hf'(2)] < Mah?

et
[2hf @) = 1f (z +h) = f(z = h) = 2hf'(x) = f(z + h) + f(z = )|
< f(@+h) = fle—h) = 2nf' ()| + 1f (@ + R) || + |1/ (z = h)I] < 2Mp + Mah?
d’oi Vh>0 |If'(z)] < Mo | Mah
h 2
On pose Vh>0  o(h) = % + M;h
On trouve lllgg W(h) (V MZ) Vv2MoM
On conclut M; < V2MyM,

Remarque : Il s’agit de la premiére inégalité de Landau-Kolmogorov.



Exercice 5 (***)

Soit f € €([0;1],E) avec E euclidien. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour

avolr
1 1
1 rayae = [isna
0
Corrigé : Si f e(t)u avec p € €([0;1],R,) et u € E normé, I'égalité a clairement lieu et
/ f £) dt
onau = [ # 0. Réciproquement, on suppose f # 0 et on pose u comme trouvé

/ FOldt

0
précédemment. Il vient, avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz

I )t = < IR dt> = [Cwsy ar< [

Par suite / £ = (u. f)] de =0

et I'intégrande est continue, positive donc identiquement nul d’ou 1’égalité dans Cauchy-Schwarz
ce qui signifie que f(t) est positivement colinéaire a u. On conclut

[’égalité a lieu si et seulement si f = ¢ - w avec u € E normé et ¢ € €([0;1],R,).

Exercice 6 (***)

Soit [ =]0;+00[. On pose Vo eI~ {1} f(x):/ e

1. Justifier que f est de classe €1 sur I~ {1}.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1. On note g ce prolongement.
3. Montrer que g est de classe ¢! sur I.

Tode rodt
Corrigé : On pose ®(x) = our x > 1 et ¥ / —
& pose #(z) / (t) © S

a respectivement ® € €(]1;+00[,R) et ¥ € €*(]0;1[,R) d’aprés le théoréeme fondamental
d’analyse. Puis

Ve>1  f(z)=®(2?) — d(x) et Vre]0;1] flx) =U(z?) — ¥(x)

pour z € ]0;1[. On

Par composition, on conclut feé¢ I~ {1},R)

2. Avec le changement de variable u = In(t) <= t =e" de classe ¢, il vient

21n(z) el
Ve eI\ {1} f(x):/ — du
In(z) u
Distinguons les cas x > 1 et © < 1. Soit x > 1. La fonction exp étant croissante, on a l’encadre-

ment

{['2

Vo > 1 Vu € [In(z);21n(z) |

SRS

e
< — < —

u u
et apres intégration



21n(zx) du 21n(x) du
Vo >1 m/ —éf(a:)gﬁ/ — <= In(2)z < f(z) < In(2) 22
In(z) u In(z) U

Faisant tendre « — 17, il vient par encadrement que f(z) — In(2). Soit z € ]0;1[. On a
z—1

In(z) < 0 puis
2

Vee]0;1] Vu € [21n(x) ;In(z) ] <

e T
— <
U

SRS

uw
et aprés intégration
In( )du In(z) du
Ve el0;1] :L‘/ —<—f(z)<x2/ — <= 2’In(2) < f(z) < zIn(2)
2In(z) U 2In(z) U

Faisant tendre x — 17, il vient par encadrement que f(z) —— In(2). Ainsi
rz—1—

flz) sizel~{l}
In(2) siz=1 '

La fonction f se prolonge par continuité en g(z) = {

4. Par construction, on a g € €°(I, R) N € (I~ {1},R). Par dérivation, on a

veels{l}  ¢(@)=[f(z)= 1rj§2) N ln(lx) N lxﬂ(_x;

Avec l'équivalent usuel In(z) ~ =1, il s’ensuit que ¢'(x) — 1. D’aprés le théoréme de
T— T—

prolongement 4, on conclut

La fonction g est de classe € sur ] 0;+o0].

Exercice 7 (***)

Soit f € €*([0;1],R). Montrer

! nl (kK f() — f(0)
n/o f(t) dt—k;of (E) — 5
Corrigé : On pose Vn € N* A, = n/lf(t) dt — nff (%)
0 k=0

k+1

n—1 n k
Soit n entier non nul. Ona A, =n)_ {f(t) — f <ﬁ)] dt
k=0J £

el k k k
puis, on obtient A, =n)_ {f(t) — f <—> —f (—) <t — —)} dt + U,
k=0J & n n n
ol Sk k
o[ ()1
avec nkzzo A f - "

Par convergence des sommes de Riemann avec f’ continue sur [0;1], il vient

_ Lk f(1) - f(0)
U”_n,goﬁf( )n—>oo 2

n

Et, d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange



we[BE] o) () (- D=4

On en déduit aprés intégration et sommation

An:O<l)~|—Un

n
1 n—1 k: 1 _ O
On conclut n/f(t)dt—Zf(—> _J() = f(0)
0 k=0 n n—00 2
Exercice 8 (***)
Déterminer lim sin(27nle)  puis lim n?sin (27nle)
n—+00 n—+00

Corrigé : D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a
L L et ar
e =) —+— —t)"e

Ainsi, on dispose de N entier tel que

1
2nle = 27N + 271/ (1—t)"etdt
0

D’ou 2mnle = 27N 4+ o(1) puis sin(27wnle) = sino(1)
b n+lq 1 1 Hot g
uis e =) ~+—— 1—t)" et dt
i=ok!  (n+ 1)!/0 ( )
. 1
et comme précédemment 2mnle = 271N+ —— 4o | —
n+1 n
puis n?sin (2rnle) = n?sin ( 2n +0 (l)> = 2mn + o(n)
n+1 n
On conclut sin (2mnle) —— 0 et n?sin(2mnle) —— +00

n—oo n—oo




