Mathématiques D (U), MP ENS 2019 - corrigé

ECOLES NORMALES SUPERIEURES 2019

Epreuve de mathématiques D, MP, six heures
(corrigé)

Nous utiliserons abondamment, dans ce corrigé, le fait que si ¢ : X — Y est une bijection entre
ensembles finis, et si ¥ est une fonction définie sur Y et a valeurs dans un anneau, alors :

> U(y) = > v(e(2)).

yey zeX

I — Séries de Dirichlet et formules de sommation.

1. Soit f € F, (%, C). Alors, pour tout k € Z, on a, du fait de la parité et p-périodicité de f :

f(k) = =f(=k) = =f(p— k). (1)

En particulier, f(0) =0 et f(p) = 0.
De plus, si p est impair, alors 'application & +— p — k induit une bijection de [[1, %]] dans
]%l,p — 1]] (sa réciproque est k — p — k), donc :

wmH= > fE+ > flk)= f+ S fe—p 2o

1<h<BE L <h<p-1 1<k 25t 1<h< 52

Si p est pair (c’est-a-dire si p = 2), alors : u,(f) = f(1) + f(2) = f(1) + £(0), et d’apres (1) on a
f(0) = —f(0) et f(1) = —f(1), donc f(0) = f(1) = 0, donc 4,(f) = 0.
Ainsi, pour tout nombre premier p et toute fonction f € F,(Z,C), on a bien : p,(f) = 0.

2. Nous devons normalement supposer g de classe C! ici (et non seulement dérivable), pour que les
manipulations ci-dessous, ot 'on integre ¢, soient licites.

Soit & > 1. L’application S, est constante par morceaux, égale a Sy(n) sur [n,n + 1] pour tout
n € N*; on peut donc écrire :

[ sngwar= > [ siog s [ g @ar

1<nfz]-17" [=]

_ Suln) | " g (t)dt + Su(x) [ o

[z]

= Su(n)(g(n + 1) — g(n)) + Su(z)g(x) — Sh(x)g([z])

1<ng[z]—1

= Su(n)g(n+1) = > Su(n)g(n) + Sp(z)g(z) — S([z])g([z]).

1<ng[z]-1 1<n<
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Il suffit alors de faire le changement d’indice de sommation n — n + 1 dans la premiere somme
du membre de droite, et d’utiliser le fait que Si(n) — Sp(n — 1) = h(n) pour tout n € N*, pour
reconnaitre la formule de sommation attendue :

[ sut)g (Wt = Si()gla) = = 3 hln

1<n<Lx

3. Soient f,g € F(N*,C), et x, y des réels tels que 1 < y < x. D’abord :

Spg(@)= >, > fd (2)

1<n<x dd'=n

Il y a une bijection évidente entre :
{(nd,d)e (N)*|1<n<a, dd =n},

et :
[ty eory i<ace 1<a <),

donnée par : (n,d,d’) — (d,d’), et de réciproque : (d,d') — (dd’,d,d’). On en déduit :

Y Y fad) = XX fed)= ¥ g@) ¥ f@= ¥ o@)se (). 6)

1<n<z dd'=n I<d'<w 1<d< 7 1<d’'<z 1<d< 1<d’'<z

En combinant (2) et (3), on obtient :

Speg(x) = Y g(d)Sy (d/)

1<d’'<x

(les roles de f et g sont bien stir symétriques). Ensuite, d’apreés ce qu’on vient d’obtenir :

Srole) = X gmSr (2) = £ s (S)gm= X X flmgtn). @

1<n<y y<n<zx y<n<z1<m<%

Or :

{nmye ) [y<n<z 1<ms

N

x}:{(n,m)e(N*)2|y<n<x, 1 mgx},
n m Yy

donec :

Y. > flm)gn) = f(m)g(n) = flm) >° g(n)

y<n<z 1<m< T 1<m< y<n<.-
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En combinant (4) et (5), on obtient :

Spale) = 3 a0y (1) 457 (L) s = 3 sms, (1),

1<n<y
d’ou le résultat.
Remarque. Cette formule de ’hyperbole est attribuée a Dirichlet.

1 1
4. (a) On a : M = O () parce que f est bornée. Or la série de Riemann Z — converge
n—+oo \N° ns

ns n>1
f(n)
ns

parce que s > 1, donc la série Z converge absolument par comparaison.

n>1

. - f(n) g(n) :
(b) Soit s € R tel que les séries ; —— et ; =~ convergent absolument. Alors leur produit
nz nz
de Cauchy converge absolument, et d’apres le théoréme de sommation par paquets on a :

M YD I (VTR A

S
n—1 n—1 n=10<k,l<n n=1"" o<k t<n n—1 n
kl=n ké=n

+oo

8

d’ou le résultat. On retiendra cette formule, qui nous servira plusieurs fois :

2 f(n) =2 g(n =X (fxg)(n
f(n) X g(n) Z(f 9)(n)

nS

(6)

n=1

(¢) Le produit infini n’est pas défini dans ce probléme, nous allons préciser ce qu’on entend par
la. Montrons :

T—+o0 .
¢ premier

T

Vs>1, L(s,f)=_lim ] (1 - féf)>_1,

en ajoutant une hypothese pour que cette identité (appelée produit eulérien) soit vraie.
Supposons par exemple que f est bornée par 1, de sorte que pour tout s > 1, la série

n
Z M converge absolument d’apres la question 4.(a). Cette hypothese sera suffisante pour
nS

n=1
ce probléme (voir question 17).

Soit s > 1. Notons d’abord que si f est completement multiplicative, alors pour tout entier
naturel non nul n, dont on écrit : n = 7" X - -+ x £ la décomposition en facteurs premiers,

alors : f(n) = f(0)™ - f(6)™.
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~1
! é€)> en série géométrique (ce qui est

De la sorte, lorsqu’on développe les termes (1 —

10
Al

s (1_féf>> _g e

possible pour tout £ > 2 car

< 1 d’apres ’hypothese sur f) :

m=0

et quand on fait le produit indexé par les nombres premiers /1, ..., ¢, inférieurs ou égaux a
T > 2, on obtient :

f(g))l +o0 Flom fl)™ - f(L)™ f(n)
1 - = = s = )
£ peg?ier < te l pé‘iH?ier mz::() s (ml,‘,,,ZmT)eNT' ([frlnl T @rm) Z

ou N (T) désigne I'ensemble des entiers naturels dont tous les diviseurs premiers sont infé-
rieurs ou égaux a 1'; 'agencement des termes est permis par la convergence absolue de ce
produit (fini) de séries absolument convergentes. Alors, pour tout 7' > 2, on a :

Lis. /)= 11 (1—";(?>_1=

£ premier
¢<T

ngNr)

y S0

ngN)

Nous avons 1a le reste d’une série convergente, d’apres la question 4.(a), donc il tend vers 0
quand T — 4o00. Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :

lim ] (1—féf)>1:L(s,f),

T—+o00 .
£ premier
LT

d’ou le résultat.

1
Soit s > a.. Pour tout x > 1, la sommation d’Abel avec g : n — — et h = f implique :
nS

y L S s [ oll) gy (7)

s - s s+1
lenee T T t

Par hypothese, pour tout z > 1 on a : |S¢(z)| < Mz®. Donc pour tout x > 1, on a :

o B@l M

xs = 5~ x—4o0

Su(t)
ts—i—l
~+o00 on a, par hypothese sur S, :

De plus, 'application t —

est continue par morceaux sur [1,400], et au voisinage de
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dt

praresy converge parce que s —a + 1 > 1 par hypothese sur s.

Sh(t)

t5+1

“+oo
L’intégrale de Riemann /
1

+
Donc, par comparaison, l'intégrale / dt converge absolument donc converge.
1

Quand z — o0, la relation (7) donne donc 'existence (et finitude) de EIE > M, et :
r © 1<n<x ?

L(s, f) = 5/1+OO ifi?dt,

d’ou le résultat.

Pour tout s > «, Papplication ¢ — S;(¢)t7*~! est évidemment continue par morceaux sur
[1,+o0o] (I'application Sy est constante sur tout intervalle de la forme [n,n 4+ 1] ou n € N*,
et se prolonge bien slir par continuité a extrémité), et pour tout ¢ € [1, +oo[ Papplication
s+ Sp(t)t7*~1 est continue sur |a, +o00[ par continuité des fonctions puissances.

De plus, pour tout compact K de Ja, +00], il existe a > « tel que K C [a, +oo[ (puisque K
est fermé), et pour tout (z,t) € K x [1,4o00[ on a :

‘Sf(t)t‘s‘l‘ < Mt* P < Mt* ! (HYPOTHESE DE DOMINATION),

tafafl

et 'application ¢ — est continue et intégrable sur [1,+oo[ parce que « —a — 1 < —1

par hypothese sur a.
Les hypotheses du théoreme de continuité des intégrales a parametres sont vérifiées sur tout

+oo

compact de Ja, +00[, donc s — / S;(t)t~57'dt est continue sur ]a, +-oc[. Par conséquent,
1

I'application s — L(s, f) est également continue sur |a, +00].

D’apres la question 1, on a u,(f) = 0, et f est p-périodique, donc pour tout entier z > 1
multiple de p on a S¢(x) = 0. On en déduit, pour tout réel x > 1 :

Sp@)l=| > f)< X If)l= > Ifm)l< > If()l.

p[3]en<e p[2]<n<a 0<n<z—p|Z] Osn<p

Silonnote M = 3 |f(n)],alors pour tout réel x > 1 on a: |S¢(x)| < M. Donc, d’apres les

0<n<p
n
questions précédentes (avec a = 0), pour tout s > 0 la série Z f(s) converge et I'application
n=>1
s — L(s, f) est continue sur |0, +oo.
1
Petite étrangeté de 1’énoncé : nous avons déja besoin de la convergence de la série Z —
n=>1

pour traiter la question 4.(a).



Mathématiques D (U), MP ENS 2019 - corrigé

Pour tout > 1, on a : |S;(z)| = [x] < z. Donc, en appliquant la question 5.(a), on obtient
1
la convergence de la série Z — pour tout s > 1, et I'égalité :
n=1

Vs > 1, C(s):s/;roo ] dt

ts+1 '

Ensuite, on écrit : [t] =t + ([t] —t), de sorte que :

+oo d¢ +oo[t}_t S +o0
Vs > 1, C(s)zs/l t—s+s/1 pro dt:s_l—i—s/1

[t -t
ts—i—l

dt.

En reprenant le raisonnement de la question 5.(b), ot 'on remplace S;(t) par [t] —t (qui

oo [t] — t
est de valeur absolue bornée par 1), on montre que I'application s + s / [t]s-‘rl
1

continue sur |0, +oo[, donc en particulier elle est de limite finie en 1. Par conséquent :

dt est

Vs >1, ((s)= ° +8/1+oom_tdt !

s—1 prl S 1
et on en déduit :

lim(s — 1)((s) = 1.

s—1

II — Caracteres modulo p.

6.

(a)

Petite imprécision de 1’énoncé : les fonctions arithmétiques ont été définies sur N*, alors
qu'un caractere est défini sur Z. Heureusement, c’est presque sans impact sur le traitement
de cette question.

Soient m et n deux entiers relatifs. Nous voulons montrer : x(mn) = x(m)x(n). Si m ou
n n’est pas premier avec p, alors cette égalité est une évidence : si par exemple m n’est
pas premier avec p, alors mn non plus. Par définition d’un caractére modulo p, on a donc
x(mn) =0 et x(m) = 0, donc les deux membres de ’égalité voulue coincident ; de méme si
n n’est pas premier avec p.

Si m et n sont premiers a p, alors 1’égalité est évidente en utilisant le fait que y releve un
morphisme de ((Z/pZ)*, x) dans (U, x), qui est multiplicatif par définition d’un morphisme.
D’ott le résultat.

Si x est un caractere, alors :

vneZ, x(—n)=x(=1)x(n) (8)

d’apres la question précédente.
Si x est impair, alors (8) implique x(—1)x(n) = —x(n) pour tout n € Z. En particulier,
pour n = 1, cela donne : y(—1) = —1. Réciproquement, si x(—1) = —1, alors (8) donne

6
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directement : Vn € Z, x(—n) = —x(n), donc x est impair.

Remarque. Si x(—1) # —1, alors x(—1) = 1. En effet, si 'on prend n = —1 dans (8) :

Soient k et n deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Alors :
(x * (x7)) Zx< ) (),

mais d’apres la question 6.(a), un caractére est complétement multiplicatif, donc :

Sox () X(@m (d) = X xm)m (@) = x(0) ¥ (d) = x(m) (1 7)),

dln dn

et le produit de convolution est associatif, comme nous ’avons admis dans 1’énoncé, donc :
1 % 7, = Tp11. En conclusion, nous avons montré :

(x* (xm))(n) = x(n)Thy1(n),

comme attendu.

Montrons que zy est d’ordre st sous I’hypothese que s et ¢ sont premiers entre eux, x d’ordre
s et y d’ordre t : soit d l'ordre de xy. Comme H est commutatif, on a (xy)* = zFy* pour
tout k € Z. Or 2% = 1y car x est d’ordre s, et de méme y* = 1g, donc : (zy)** = 1. On en
déduit que d divise st.

De plus, (zy)? = 2%y? = 1, donc : 2¢ = y=¢, puis : 2% = y~% = 1y, donc 'ordre de z divise
dt, c’est-a~dire : s divise dt. Or s et t sont premiers entre eux, donc s divise d. On montre de
méme que t divise d et donc, comme s et ¢ sont premiers entre eux : st divise d.

Puisque d et st sont associés et positifs, on en déduit : d = st. Ainsi xy est bien d’ordre st.

Il y a une inattention dans I’énoncé : il s’agit de démontrer, sans hypothése sur s et t, que
six € H et y € H sont d’ordres respectifs s et ¢, alors il existe un élément de H d’ordre

ppem(s, t).

Pour cela, on décompose s et t en nombres premiers :

s= I »™ t= I »”

p premier p premier

ou les ay, sont presque tous nuls (et de méme pour les 3,). Avec ces notations, on a :

ppem(s,t) = ] pre(enfy) = I »™ 11 P

p premier p premier p premier
ap>Pp ap<fp
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Donc, si 'on pose :

= T[] po et:t'= J] »”,

p premier p premier
ap>Pp ap<PBp
alors :
— s’ divise s;
— ¢/ divise t;

— §'t' = ppem(s, t);
— s’ et t’ sont premiers entre eux parce qu’ils n’ont pas de diviseur premier en commun.

De plus, il est facile de vérifier que xv est d’ordre s et yti’ d’ordre t'. D’apres la question
précédente, le produit z = 2+ yv est d’ordre s't’ = ppem(s, t) : d’ou le résultat.

Remarque. Attention, en général z = xy ne convient pas : il suffit de prendre x quelconque
d’ordre s > 2 et y = 27! (qui est aussi d’ordre s) pour s’en convaincre : le produit xy est,
dans ce cas, égal a I’élément neutre et est donc d’ordre 1 # ppem(s, s).

Notons ¢ l'ordre de h. Soit x € H, et notons s son ordre. D’apres la question précédente,
il existe un élément de H d’ordre ppcm(s,t); mais ppem(s,t) > ¢, et par hypothese t est
I'ordre maximal d'un élément de H. Ceci impose : ppem(s,t) = t, c’est-a-dire : s divise t.
On a ainsi démontré que 'ordre de tout élément de H divise 'ordre de h.

Soit d 'ordre maximal d'un élément de G = (Z/pZ)* : démontrons que d = card (G) = p—1.
On a bien stir d < p — 1, et de plus, la question précédente implique :

Ve e G, z%=1.

On en déduit que le polynéme X —1 € Z/pZ[X] a au moins, pour racines, tous les éléments
de GG; il a donc au moins p — 1 racines. Or il est a coefficients dans un corps, donc il ne peut
pas avoir plus de racines que son degré. Par conséquent : d > p— 1. On en déduit : d = p—1.
Il existe donc un élément d’ordre p—1 dans G : par conséquent il engendre GG, qui est cyclique.

Remarque. Plus généralement, un sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’'un corps com-
mutatif est cyclique.

Soit a un générateur de (Z/pZ)* (qui existe d’apres la question précédente), de sorte que
tout n € G s’écrive sous la forme : n = a*, ol k est un entier relatif. Si n € G s’écrit n = d*,
on note alors x,, : G — U le morphisme entierement défini par : x,(a) = exp (fffk?) Il est
bien a valeurs dans U, et correctement défini parce que k est unique modulo p — 1 : en effet,
sin=ad"=a’ou k,l €Z,alors a"** = 15 et donc 'ordre de a divise k — £ or a est d’ordre
p—1,donc: k=/¢modp—1.

Montrons alors que l’application :



Mathématiques D (U), MP ENS 2019 - corrigé

est un isomorphisme de groupes. Si n = a* et n’ = a’ sont dans G, alors nn’ = a***, et donc :

@) = e (0) = exp (2T — o (25 o (257) — b)) - 2 )

Les morphismes ®(nn’) et ®(n)®(n’) coincident sur le générateur w de G, donc :
®(nn') = ®(n)d(n).

Ainsi ® est bien un morphisme. Montrons qu’il est injectif : si n = a* € ker(®), alors

®(n) = 15, donc : ®(n)(a) = exp (Z’ff) = 1. On en déduit qu'il existe ¢ € Z tel que :
f}%’{ = 2(r, c’est-a-dire : k = (- (p—1), donc k = 0 mod p — 1. On en déduit que n = a® =1,

donc ker(®) = {1}; ainsi ® est de noyau trivial donc est injectif.

Montrons qu'’il est surjectif : soit x € G. Alors :

(x(a)’™" = x(a"™) = x(1¢) = 1,

donc x(a) est une racine (p — 1)-ieme de I'unité : il existe k € Z tel que :

x(a) = exp (mm) = Xat ().

p—1

Donc les morphismes x et x,+ coincident sur un générateur de GG, et on en déduit :
X = Xar = ®(a¥).

Par conséquent ® est surjectif.
Nous avons donc démontré que ¢ est un isomorphisme de groupes entre G et G. On en
déduit : card(G) = card(G) = p — 1, et de plus G est cyclique, donc G = ®(G) également :
d’ou le résultat.
Notons g le caractere de G naturellement associé a x. Soit £ un entier relatif inversible modulo
p et tel que x(£) # 1 (il en existe puisque x est supposé non principal). L’application k > (k
est une permutation de G, d’inverse k — ¢~'k. Par conséquent :

m(x) = - glk) = >_ g(tk) = 3~ g(0)g(k) = 9(0)11,(x),

kea keG kea

or g(¢) # 1 par hypothese sur ¢, donc : u,(x) = 0.

Soit ¢ un entier premier a p. Pour tout caractére y modulo p, on a Y(c) = (x(c))™* (inverse
pour la multiplication), étant donné que |X(c)\2 = 1 par définition d’'un caractére. On en
déduit, en utilisant la multiplicativité des caracteres :

> o xtx(e)= > x(n)(x(e) = > x(ne™),

x mod p x mod p x mod p

9
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ot ¢! est I'inverse de ¢ modulo p. Si n n’est pas premier & p alors cette somme est trivia-
lement nulle : supposons donc n premier a p. Alors, en notant a un générateur de G' et @
I'isomorphisme entre G et GG de la question précédente, on a :

S xtne) = Sgtne) = X @mmne) = Y a(@)ne) = 3 (@(a)ne)’
x mod p geé\ meG k=0 k=0

et en revenant a la définition de ® donnée dans la question précédente, on observe que
I'application ®(a)(m) n’égale 1 qu’évaluée en ’élément neutre (du fait que I'image par ®(a)
d’un générateur de G soit une racine primitive (p — 1)-ieme de 1'unité), et on en déduit :

1

— si nc! = 1 mod p (c’est-a-dire : n = ¢ mod p), alors :

p—2
> o xne ) => 1=p-1;
k=0

x mod p
— sinc™! # 1 mod p (c’est-a-dire : n #Z ¢ mod p), alors ®(a)(nc™') # 1 et on a :

(®(a)(ne )P =1 1-1

2 XneT) = e T = By 1=

En conclusion :

_ —1 sin=cmodp,
> x(ne 1)2{3 P

s odp si n #Z ¢ mod p.

Remarque. Le résultat de cette question est implicitement un résultat « d’orthogonalité »
des caracteres. On peut le généraliser a tout groupe fini commutatif, grace a la dualité de
Pontryagin.

L’énoncé n’est pas clair la-dessus : il s’agit de démontrer 'existence d’un nombre réel T} .
adéquat pour tout £ > 0, comme on le constate au moment de traiter la question suivante.

Il est admis dans 1’énoncé que le produit de convolution est associatif. On a donc :
VkE >3, m=(0%--x1)x(1*x1)=14_9%7o.
k—2 foi

Cette relation incite a raisonner par récurrence (forte) sur k : pour tout entier k > 2, soit Py,
la proposition :
«Ve>0, 3T € Ry, Vn e N* 1 7(n) < Tgn. »

Si k = 2, alors cette proposition est admise par ’énoncé. Soit, donc, £ > 2 un entier naturel
tel qu’on ait P; pour tout rang j < k. Soit € > 0. Pour tout entier n > 1, on a alors :

Ter1(n) = oot % 7o(n) = 3 1o(d) s (Z) ,

dln

10
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et donc d’apres Py et Py (utilisées avec %) on a pour tout entier n > 1 :

€ n % £ = 2
Tk+1(n) < ZTQ,ECP kal,% (d> = n?Tz’%Tk,l’% Z 1=n2 TQéTk,L%TQ(Tl) < n® (Tz 5) Tk,1 g
din

2 2 2
din

2

d’ou Py4q en posant Tjq; . = (TZ,%> qu,g-

Ainsi on a Py, et pour tout entier k > 2 les propositions P;, pour tout j € [2, k], impliquent
Pj+1. Donc, par principe de récurrence : pour tout ¢ > 0, il existe un nombre réel T} . tel
que, pour tout n € N*, on ait : 7,(n) < T} .n°.

Nous allons encore raisonner par récurrence sur k : pour tout entier k& > 1, soit Py la
proposition :

«Ve >0, IMy(p,e) € Ry, Ve € Ry ¢ Sy (2)] < Mi(p, €>xlf%+€_ N

Notons que dans toute cette étude, le cas ou x < 1 ne nous intéresse pas : dans ce cas
Sy () = 0 et la majoration voulue est vraie peu importe la constante réelle choisie. Il ne
cotite donc rien de prendre x > 1.

Si k =1, alors 7;x = x, et dans la question 8.(b) nous avons démontré que f,(x) = 0 si x
n’est pas principal. Alors, en reprenant la résolution de la question 5.(c), mutatis mutandis,
on a l'existence de M € R, tel que :

Ve > 1, |S(z)] < M. (10)

En fait, on peut méme prendre M = p.

Donc, pour tout € > 0 et tout > 1, on a : |5, (z)| < Ma® = Mz'=1%e; dott Py (on prend
M;(p,e) = M pour tout £ > 0).

A présent, soit k € N* tel qu'on ait Pj. D’aprés la question 6.(c), on a : xTpe1 = X * (XTk),
donc, pour tout z > 1 et tout y € [1,z], on a d’apres la méthode de I'hyperbole :

S (0) = St = 2 xS (£) 4 T xns, (£) = 5 (2) 500

1<n<y 1<n<? n

Majorons ces trois quantités, a commencer par la premiere somme. Un caractere est borné
par 1. En utilisant P, on a, pour tout € > 0, tout > 1 et tout y € [1, 2] :

<

1<ny

E: X(nJS&q,(z)

1<ny

T 1
Sx‘r;C (n)‘ < Mk(p7 €>xliﬁ+€ Z

1-L4e”
Ingy M F

11
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Il nous est nécessaire de savoir majorer les sommes partielles de Riemann. Or, en adaptant
(7) a la situation, on obtient :

¥s €0, +oo[\{1}, ¥y > 1, L M R ERUI v dt

(une comparaison entre série et intégrale donne le méme résultat; nous laissons ’éleve en
exercice vérifier que pour s =1lona:Vy>1 Y % < 1+ 1In(y)). Donc, pour tout = > 1,

1<n<y

tout y € [1,x], et tout € > 0 différent de %, en prenant s = 1 — % +e,0na:

1 1
< My(p, e)z'~wte (1 +— (1 - )) . (11)
e % y°

En utilisant la majoration (10) et celle de la question précédente, on a également, pour tout
x =1, tout y € [1,z] et tout € > 0 :

S x(m)m(n)S, (z) <M. Y w° < MT,. (1+5i1 ((;) —1)) (12)

I<n<g 1<n<g

> xS ()

1<n<y

el

Enfin on utilise P;, pour montrer que, pour tout = > 1, tout y € [1,z] et tout € > 0 :

1—%-{-5
SWk<§>5&@455A1-ﬂ&O%€)<z> : (13)

Pour voir quel est le meilleur choix de y a effectuer, examinons les ordres de grandeur : en
combinant (11), (12) et (13), on a informellement :

) x —%-ﬁ-a T 14€ T 1—%—&-5
Ser ()| <2 FTE £ <> + <> + <) ,
[Srs (7)) , y y

1-1i4e 1— 2 +te
Or,poure >0,z >1ety <z, onaxt R R TE t(ﬁ) P % M1 donc les

seuls termes a poser souc1 en vue de démontrer Py, sont le deuxieme et le tr0181eme Pour

cela, prenons y = T - ; ce choix est fait, entre autres, de sorte que :

T 1+4+€
1
() — xlfk—HJrs‘
Yy

12
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On a bien y € [1, 2] parce que x > 1 et m < 1. On a aussi :

—zte
r\) * 111 L
Ve >0, Ve >1, =« (y) = gt () < gt

Alors, pour tout & > 0 différent de 1 et tout = > 1, les inégalités (11), (12) et (13) avec ce
choix de y impliquent (apres quelques majorations simplificatrices) :

1 .
S € [0 (14| L) 2007 21 9]

_1

k
d’out le résultat voulu pour tout € > 0 différent de %, en prenant pour My 1(p,¢€) le terme
en facteur de x!~FT e,

On pourrait se passer du cas € = % pour la suite du probleme, mais par acquit de conscience

traitons-le également. Sie = %, alors la majoration ) % < 1+In(y) est la seule modification
1<n<y

a apporter a nos majorations, qui aboutissent a :

1
|Sxriin (2)] < Mi(p, €) (1 FR—1CJ )> BTE 4 QM Ty + M - My(p,e)) ot Fite,

(14+e)(1+k

et par croissances comparées l'application = (1 +a J:;((ﬁ)%)) L — est de limite nulle
ok FAI

au voisinage de +o0o, et continue sur [1,+oc[, donc est bornée par une constante réelle
M'(e, k) > 0 selon un argument classique. On a donc :

|S

XTk+1

()] < [Mk(p, e)M'(e, k:)xk%ﬂ“ +2MTy . + M - My(p, e)} xlfk%l“,

donc pour € = 1 nous avons également le résultat. Ainsi Pj, implique Py ;. Par récurrence
k + )

nous avons donc bien :
Vk € N*, Ve > 0, 3My(p,e) € Ry, Vo € Ry 1 |Syr, (2)] < My(p, e)a' 5+,

10. Soit k& € N*. D’apres la question précédente, pour tout € > 0, il existe une constante My(p, ) telle

que pour tout x > 1, on ait : X
| Symi ()| < M (p, 5)171_E+€-

(n)x(n)

-
Donc, d’apres la question 5.(a), pour tout € > 0 et tout s > 1 — % + ¢ la série Z i .
n

n=1

converge. Or tout réel s de l'intervalle }1 — +oo[ est inclus dans un intervalle de la forme

1
L
}1 — % + &, +00| pour un bon choix de € > 0 (il suffit de prendre : ¢ = %_l/k) > 0), donc

13



Mathématiques D (U), MP ENS 2019 - corrigé

(n)x(n)

4o Tk
pour tout s > 1 — % la série E
S
n>1 n

Dy (1, x) est bien défini. La continuité de s +— Dyg(s, x) sur ]1 - —|—oo[ se déduit de la méme
maniere, a l'aide de la question 5.(b).

converge, et sa somme égale Dy(s,x); en particulier,

Soit s > 1. Nous allons démontrer par récurrence sur k > 1 ’égalité :
Dk(87 X) - L(S, X)k

Si k = 1, c’est vrai par définition, étant donné que dans ce cas on a : Di(s,x) = L(s,T1X), or
71 =1, donc : Di(s,x) = L(s, x)-
x(n)

Soit k£ > 1 un entier tel que la relation : Dy(s, x) = L(s, x)* soit vérifiée. Les séries Y =~ et
n>1
Z M convergent absolument (d’apres la question 4.(a) pour la premiere série, et d’apres le
n>1 n
1
résultat de la question 9 pour la seconde, qui implique en particulier : M = O <H>)
ns n—+00 \n 2
*
donc, d’apres la question 4.(b), la série » | w converge absolument, et en appliquant la
n>1 n
relation (6) on a :
400 400 +00
3 O mex) (n) 3 x(n) 3 7e(n)x(n)
n=1 n? n=1 n? n=1 n?

La premiere somme du membre de droite égale L(s, x), et la seconde égale Dy(s, x), ¢’est-a-dire
L(s,x)* d’aprés 'hypothese de récurrence. Donc :

—io (X * 7;;3()(”) _ L(S, X)k+1'

. s . = (XTht1) (1)
Mais, d’apres la question 6.(c), la somme du membre de gauche est Z —
nS

n=1

= Di11(8, X)-

On a donc :
Dk+1(87 X) = L(S, X)IH_IJ

et ceci démontre que 1’égalité au rang k implique celle au rang k + 1. Par principe de récurrence,
on a bien :

Vk e N*, Dy(s, x) = L(s,x)". (14)

Cette égalité vaut pour tout s > 1. Pour en déduire 1’égalité en s = 1, prenons la limite de ces
deux fonctions quand s — 1; comme elles sont continues en 1 d’apres ce qui précede et la question
5.(c), on en déduit :

Vk € N*,  Dy(1,x) = L(1,x)".

14
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IIT — Calculs autour de Dy(1, f).

11. Tout entier est congru a r» modulo p si et seulement s’il est congru a r» 4+ p modulo p; il est donc
évident que I'application r +— zx(r; p) est p-périodique. Vérifions qu’elle est impaire : soit r € Z.
L’application définie sur :

k
{(ml,...,mk) elp—10" | [[m: = —rmodp}
i=1

et a valeurs dans : .
{(mla'-'7mk) S [[17p_ 1]]k | Hml = rmodp},
i=1

définie par : (mq,...,mg_1,my) — (My,...,mp_1,p — my), est une bijection, de réciproque :
(ma,...,mg_1,mg) — (Mq,...,Mp_1,p — my). On en déduit :

S (™) =4 0w e (oo (T

) €[1p—1]F i1 ma,..smp) €[1,p-1]F =1 p
s s

( ) 1 1
i (—1ip) = — —
p* pF
( (
H m;=—r mod p H m;=r mod p

i=1 =1

b B ) )

k
P (m1,...,my)€[1,p—1]F =1 p [

H m;=r mod p

=1

= —ai(r; p),

démontrant que r — x(r; p) est une fonction impaire : d’ou le résultat.

12. Soit N > 1. On utilise la relation « d’orthogonalité » de la question 8.(c). Elle implique :

1 N _ Tk(n) . 1 N Tk(n) _ B N Tk(n)
]Hxn%p;x(r)x(n) " _p—lng " XmOdpx(r)x(n)— :";d (1)

Un raisonnement en tous points analogue aboutit a :

R
-z M (16)

15
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Or x(—r) = x(=1)x(r), et x(—1) € {—1,1} d’apres la question 6.(b), donc x(—1) = x(—1). On
en déduit, en soustrayant (15) et (16) :

5 X X)) S > w(ln)),
nzrii)\iip

Le terme de la somme correspondant au caractere principal est nul, puisque yo(—1) = 1, et on
peut donc 'enlever si on souhaite étre conforme a 1’énoncé (mais nous ne le ferons pas, en vue de
la question 16). Quand N — +00, le membre de gauche a une limite finie, égale a :

— 2 X0 (=D)De(1,x) = —7 > X(r (—1)L(1,x)",

Xmodp Xmodp

donc le membre de droite admet aussi une limite finie. On a démontré :

X -t = g | 2, (17)
xmo P [n|<N

n=r mod r

13. Pour tout a € [1,p — 1], on a 3 €0, 1] (et en particulier 2 ¢ Z), donc :

P50 () 5 05) 5 06)
B = - — - ale - = e|— ,
5o (5)-56-2)<(5) 3% 56
et nous savons que pour tout x € C différent de 1 :
p—1
>0 =
a=0

ol la seconde somme s’obtient en dérivant la premiere, et en la multipliant par z. On peut prendre
r=e (%) ; en effet m n’est pas divisible par p par hypothese, donc e (%) # 1. Alors, en utilisant

le fait que (e <%)>p =1:

paP 1—aP

1 — o p!
t ¢ = —
1z ° ;am 1—x+$(1—x)2’

) pi-e() 1-e(%)
1 1e(p) -1
1-e(7) 21-e(%)

_ e(%)—i—l
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14.

En utilisant la technique de I’arc moitié, on obtient :

e(#)+1 e(gp)+e<—£z) _ 2cos (%)

B e e a5

et on en déduit le résultat voulu :

(a)

o (8)e (%) -5 (%)

Remarque. Par commodité, ici et dans le reste de ce corrigé, nous interpréterons toute
somme sur k € [1,p] comme une somme sur k € Z/pZ, tant que nous sommons des

fonctions p-périodiques ; c’est en particulier le cas des caractéres modulo p et de x +— e (%)

Notamment, lorsqu’il apparaitra a=! dans une telle somme, ol a est un entier, nous y
entendrons bien stir I'inverse de a modulo p.

Si n est un multiple de p, alors x(n) = 0, mais on a aussi e (%) = 1 pour tout entier
m, et donc dans ce cas : T(x,n) = p,(x) = 0 (d’apres la question 8.(b)). Ainsi I'égalité
T(x,n) = x(n)T(x) est bien vérifiée sous cette hypothese.

Supposons a présent que n est premier a p. Notre raisonnement suit de pres celui de la
question 8.(b) : Papplication m — mn est une permutation de G, d’inverse m — mn~!. Par
conséquent :

) = :i:lx<m>e (Zj) . mz \(mn)e (”Z””) () mz \(m)e (”;”) — () n),

donc finalement, en utilisant le fait que x(n)™' = x(n™!) = x(n) :

T(x,n) = xX(n)7(x),

d’ou le résultat dans tous les cas.

Pour tout n € [1,p], on a d’apres la question précédente : |7(x,n)[* = |7(x)|?, par consé-
quent :

iwx,nn? — (- D (19

Mais on a aussi :

n=1 n=1mi,mo€G p p
P _ (my —mo)n
=3 5 mixime .
n=1mi,mo€G p
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Pour calculer cette somme, nous allons utiliser le fait que pour tout £ € Z, on a :
ie kn\ _f p sik=0modp,
—"\p) 10 sik#0modp.

Le calcul est immédiat. On en déduit :

iwx,nw— > x<m1>>z<m2>ie(w)— S (m)Rma)p

my,m2€G n=1

=plp—1). (20)
En comparant (19) et (20), on obtient :

()I” = p.

Le résultat de cette question est FAUX si on ne suppose pas x impair. Nous le faisons donc
dans ce qui suit (et en particulier x n’est pas le caractere principal).

D’apres la question précédente, on a 7(x) # 0 car |[7(x)|*> = p, et on a : 7(x) = (p); de
TAX
plus, en prenant le conjugué dans identité de la question 14.(a), on a :
vn e N, x(n)r(x) = 7(x,n),
et on vérifie aisément que 7(x,n) = 7(x, —n) pour tout n € N*, donc :
1
Vn e N*, x(n) = ==7(x,n) = T(X>T(>_<a —n)
7(x)
Alors :
00 TG T S X(m) [ an) 1) - s~ L (_an
L(1,x) = = > e|l——| = d x(a)> —el——].
p n=1 n p n=1a=1 n p p a=1 n=1 n p
De plus, si y est impair, on a immédiatement 7(y,—n) = —7(x,n) (apres le changement

d’indice de sommation a — —a, qui permute (), donc on a également :

Sren) ) s 3 e (an> |

n=1 n Y — n=1"1 p

+

L(LX) = _T(pX)

18
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Donc, en faisant la moyenne des deux égalités ci-dessus :

- EL () (2)

Or, d’apres la formule admise dans I’énoncé, pour tout a € Z on a :

x1 =1 2

Z . (e (_an) —e <an>> =—1 Z — sin ( 7ma> =B <a> )

1 2n p p = n p n
En conclusion, si x est impair :

L(1,y) = T z @5 (%),

p—1
15. Soit y un caractere modulo p impair. Alors 7(x) = > x(m)e (%), et en injectant cette expression
m=1

dans I'égalité de la question précédente on a :

= & Eann (e (3) -5 E e () (5)

Or, pour a € [1,p— 1], 'application m + am est une permutation de G, suivant un raisonnement
déja utilisé précédemment. Donc :

o= FEE o (3 (5) £ E G mn(()(5)

D a=1m=1

m
ou o, fut défini dans la question 13. En réutilisant le résultat de cette question, on en déduit :

x Pt ™
— cot — .
2 Z <p)

16. D’apres la question précédente, pour tout caractere impair y :

= (5) (e () <56z, Moo (3).

(m1,...,mg)€[1,p—1]k i=1

Alors, la relation (17) de la question 12 :

. Tr(|n])
> X (—1))L(1,x)" = lim >
p_lxmodp N—+o00 |n|<N n

n=r mod p

19
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implique :

235 Y e (™) S wna-en(ITn)

k _
p p 1 (m1,...,mp)E€[1,p—1]F =1 x mod p

= lim > 7e(|nl) . (21)

N—
ol ey M

n=r mod p

L’expression de L(1,x)* en fonction des cotangentes ne vaut a priori que pour les caractéres
impairs, mais nous pouvons bel et bien 1'utiliser pour tous les caracteres dans la somme ci-dessus :
en effet y(—1) — 1 = 0 pour tout caractére non impair, comme nous 'avions déja déduit de la
relation (9), et donc n’importe quel nombre en facteur de y(—1) — 1, pour x non impair, n’affecte
pas la valeur de la somme ci-dessus.

En utilisant la relation « d’orthogonalité » de la question 8.(c), on a :
k .
1 simg---mg =7 mod p,
mi| = .
71, 5o (M) {0 SR

De plus, x(—1) € R et un caractére est complétement multiplicatif, donc pour tout r € Z on a
X(r)x(=1) = x(r)x(=1) = x(—7), et on en déduit semblablement :

Z K <Hm>{ simy---myp = —r mod p,
—1xmodp 0 simg---mg Z—r mod p.
En conclusion :

F(3) 70, T Hcot(”mz) > X —U)x(ﬁmz')

p* :
(m1,...,my)€[1,p—1]k i=1 mod i=1

1 k k T™m; k T,
-~ (3) > Hcot( )— > [leot
p (m1,...,my)€E[1,p—1]F =1 p (m1,....mp)E[1,p—1]* =1 p
mi---my=r mod p m1--my=—7 mod p

k
On reconnait (g) (xg(r;p) — xx(—r;p)) par définition. Or r — xx(—7r;p) est impaire d’apres la
question 11. On en déduit :

1 m k 1 k ™M, _ k
(3) 5 X Mer (™) X xo- -0 (Im)
p p (m1,...,my)€[1,p—1]k i=1 p x mod p i=1

=2(5) ). 22

20
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En combinant (21) et (22), on obtient l'identité désirée :

xp(r;p) = L (2>k lim > (1)) . (23)

N
2 \m —+00 n[<N n

n=r mod p

A présent, supposons p # 2 (sinon 5= L ¢ N), et montrons :
v e F 2.0, Dt p=2(T) Zf Pa(r.p).

p=1
Les applications f +— Dg(1, f) et f — 2 (g)k 22:1 f(r)zy(r, p) sont définies sur F(Z,C) et Q-
linéaires. Par conséquent, pour montrer qu’elleg sont égales, il suffit de démontrer qu’elles coin-
cident sur une famille génératrice de F, (Z, C).
Or nous avons le résultat suivant : le Q-espace vectoriel 7" (Z, C) est engendré par les caracteres
impairs modulo p. Admettons-le provisoirement, et voyons comment en déduire la formule deman-
dée : si x est un caracteére impair modulo p, alors la parité et la périodicité de x et de r +— zx(r;p)

impliquent :
S i) L3 v - ) o —rip) = S x(P)an(rip)
r=1 r=1 T:P21+1

et donc, en utilisant la relation (23) :

o Emien () 15 [ 5 ot
X(r)zg(r; p) o~ X(r)zg(r;p) = = im x(n
2 = 2 o N—+oo In|<N n
n=r mod p
1
2 N—+oo <N n
1 N (1) N Tr(—n)
=5 Jm (;_:1 ()= +n; x(n)—
1 N (n) & (1)
— = i —
5 (a4 3y o) 2
Le caractére x étant impair, pour tout n € Z on a x(—n) = —x(n), et on en déduit :

< ) ZX r)x(r;p) lim ZX ():Dk(l,x),

N~>+

21
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donc la relation désirée est vérifiée pour tout caractére impair modulo p, et d’apres le résultat
admis ci-dessus cette égalité vaut également pour toute fonction f € F,(Z,C).

Démontrons a présent le résultat admis. Si f est une fonction p-périodique s’annulant en les
multiples entiers de p alors, en notant 15 : Z — C la fonction indicatrice de k + pZ (autrement
dit : elle vaut 1 en les entiers congrus a k£ modulo p, et 0 ailleurs), et ce pour tout k € Z, on a :

p—1

F=> k)1,

k=1

et il suffit donc d’écrire ces fonctions indicatrices a Iaide de caracteres. D’apres la question 8.(c) :

donc toutes ces fonctions indicatrices s’écrivent comme combinaison linéaire de caracteres, et par
suite c’est le cas de toute fonction p-périodique s’annulant en les multiples entiers de p. Ceci
démontre en passant que pour toute fonction p-périodique f s’annulant en les multiples de p :

=% (pi(kr)x(k)) X (24)

p— 1 x mod p \k=1
relation que nous reverrons dans la question 18.
A présent, si f € F,(Z,C), c’est-a-dire si f est de plus supposée impaire, alors pour tout caractere

X non impair, on a x(—1) =1 (voir (9)), et donc x(n) = x(—n) pour tout n € Z d’apres (8). Par
conséquent, pour tout caractére xy non impair, par p-périodicité on a :

A0 LS~ DY) =~ 3 fo - DY-K) =~ 3 (o~ Do - b)

et le changement d’indice de sommation k — p—k implique que pour tout caractere xy non impair :

p—1 p—1
> fR)x(k) = =>_ f(k)x(k),
k=1 k=1
-1
c’est-a-dire : pz J(k)x(k) = 0. On en déduit que si f € F, (Z, C), alors la relation (24) se réécrit :
k=1

fe— Y (if(kmk)) X
p Xmodp k=1

Autrement dit, toute fonction de F, (Z,C) s’écrit comme combinaison linéaire de caracteres im-
pairs modulo p, et c’est ce qu’on voulait démontrer.

22
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17. En utilisant £ fois la relation (6), démontrée dans la question 4.(b), avec la fonction ¢ (qui est la
somme d’une série absolument convergente pour tout s > 1 d’apres la question 5.(d)), on a :

XAxx1)(n) =X 1e(n)

(=3 -3

Y

n=1 n? n=1 n?
Ti(n
la convergence absolue de Z Ls) étant également conséquence du résultat de la question 4.(b).
n=1
De plus, en reprenant la démonstration de la question 10, ou cette fois on prend y = xp, on
obtient : . .
oo o0
K Tk (1) X0 (1) Tk (12)
Do x0)* = Dils,no) = 3 H0l) 5%l
n=1 n=1
nZ0 mod p

La nécessité de supposer xy # xo, dans la question 10, était pour avoir la convergence sur
}1 — %, —|—oo{, qui n’est plus vérifiée ici : elle I'est sur |1, 4+00]. Le reste de la démonstration se re-

prend sans dommage, puisque nous avons seulement besoin de la convergence absolue sur |1, +o0|
pour utiliser la relation (6).

Par conséquent, on a bien 1'égalité demandée :

+o0 +00 +00
k k 7k(n) 7k(n) 7k(n)
5)" — L(s = - =
¢(s)" = L(s, xo) n; o 2 o 2 o
n#Z0 mod p n=0 mod p
1 k

Pour montrer la relation : L(s, xo)* = ((s)* (1 — ) , recourons au produit eulérien dont l'exis-

ps
tence fut démontrée dans la question 4.(c). Comme 1 et yo sont complétement multiplicatives, et

bornées par 1 (hypothese que nous avons rajoutée lors du traitement de cette question), on a :

((s)= lim ] (1—;5)_1, (25)

T—+4o00 .
£ premier
T

et :

T——4o00 .
¢ premier

LT

L(s,x0) = lim ] (1—X°£§€))1-

Par définition de xo, on a xo(p) = 0 (c’est un caractére modulo p), et tout nombre premier ¢
distinct de p est premier a p, donc xo(¢) = 1. On en déduit :

L(s,xo0) = lim ] <1—€15>_1. (26)

T—+o0 .
¢ premier

L#£p
LT

k
En comparant (25) et (26), la relation : L(s, xo)* = ((s)* (1 - pi) devient une évidence.
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18. En appliquant la relation (24) a f — f(0)1,, ou 1, est la fonction indicatrice définie dans la
résolution de la question 16 (égale a 1 en les multiples de p, égale a 0 sinon), on a :

F= SO+ X S A = SO+ Y e

x mod p k=1 b— x mod p

p—1
ou l'on a posé : ¢, (f) = kzlf(k))_((k) Notons que ¢, (f) = pp(f) — £(0).
On a donc, pour tout s > 1 :

Dy (5, f) = F(0)Di(s,1,) + pl S ey(f)DilsX)

T % xmodp

(14) 1

f(0)Di(s,1,) + > alH)Ls )"

p_lxmodp

D’apres la question précédente :

_ < T(n) _ k k
VS > ]-7 Dk‘(57 1]3) - Z ns - C(S) - L(37X0) )
n=1
n=0 mod p

donc, pour tout s > 1, toujours d’apres la question précédente :

Sl i+ 21 X L’
gy

io(f) = pf(0) 1, "
f(@JrT (1—ps> ] +p_1xn§1pcx(f)L(S7X) -
X7X0

D (s, f) = £(0) (¢(s)* = L(s, xo)¥) +

Pour tout y non principal, 'application s + L(s, x)* est continue en 1, d’aprés la question 10.
Par conséquent, lirq Dy (s, f) existe, et est finie, si et seulement si :
s—

£(0) 4 1) =2 (0) (1_ 1)] o)

lim ¢(s)* P pr

s—1

existe, et est finie. En particulier, si f(0) = 0 et u,(f) = 0, alors cette limite est clairement nulle.
Dans ce cas lig% Dy (s, f) existe et est finie, et on a ¢,,(f) = 0, donc :

1 1

lim Dy, (s, f) = lim —— e (f)L(s, x)F = — e (f)L(1, %)k
i Do) =iy el =y T adHLY
XF#X0 XF#X0
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Réciproquement, si lin% Dy(s, f) existe et est finie, alors la limite de (27) existe également. Or
s5—

C(s)k had m d’apres la question 5.(d) ; nous pouvons déja en déduire que le terme en facteur

de ((s)* doit étre nul quand on I'évalue en 1, mais ce n'est pas suffisant pour en déduire simple-
ment que f(0) = 0 et p,(f) = 0 (tout au plus peut-on en déduire que ces deux nombres sont
proportionnels). Pour en tirer plus d’informations, notons que I'application :

() = pf(0) (1 1 )’“

g:s— f(0)+ - —

pS

est de classe C*™ sur R, et la formule de Taylor-Young assure qu’elle est équivalente quand s — 1
)
g7 (1)

J!

a une quantité de la forme (s —1)7, ot gV) est la premiere dérivée & ne pas s’annuler en 1

s’il en existe). Alors, l'existence de la limite (27), et 1'équivalent ((s)¥ ~ impliquent
q piq

31 (s — 1)k’
que les k — 1 premiers termes de son développement limité en 1 sont nuls. Par hypothese £ > 2,
donc k — 1 > 1, et par conséquent g(1) = ¢’(1) = 0. C’est-a-dire, apres simplifications :

{ p(P = (=D NF0) + (0= D) (f) = 0,
—f(0) +m(f) = 0.

Déterminons si ce systéme est inversible. On a :

‘p(p’“‘1 (- (-7
—p 1

Pt (-

_ .k

=p

donc nécessairement : 1, (f) = f(0) = 0.

En conclusion, lin% Dy (s, f) existe, et est finie, si et seulement si u,(f) = f(0) = 0, et dans ce cas :
S—

1

lim D = L(1, )"

li D (. /) = =5 2 DY)
X#Xo

IV — Un peu d’algebre linéaire...

19. (a) L’ensemble Qo] est clairement I'image de 'application Q-linéaire :

JQX] —» C
‘I’{ P — P(a)

donc c’est un Q-espace vectoriel. Si ’'on note m = deg(m,), montrons que (ak)ke[[o 1 en
;M=

est une base.
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Montrons qu’il s’agit d’une famille libre de Q[a] : §’il existe une relation de dépen-

m—1
dance linéaire : . Ao = 0, ot les )\; sont des nombres rationnels, alors le polyndme
E=0

m—1
P = Y MX* € Q[X] admet a pour racine et est de degré strictement inférieur a celui
k=0

du polynome minimal 7, : ce n’est possible que si P = 0. Donc les \; sont nuls et la seule

relation de dépendance linéaire est la relation triviale : la famille (ak>ke[[0 1 est Q-libre.
T —

Montrons qu’il s’agit d’'une famille génératrice de Qo] : soit z € Q[X], et soit P € Q[X]

tel que z = P(«). Effectuons la division euclidienne dans Q[X] de P par 7, : il existe un

couple unique (@, R) € (Q[X])? tel que deg(R) < deg(m,) = m, de sorte que R puisse s’écrire
m—1

R =Y X" ot les ju, sont des rationnels, et vérifiant : P = Qn, + R. En évaluant cette

k=0
égalité en o, on obtient :

m—1
2= P(a) = Q(a) a(a) +R(a) = Y mat,
5 k=0
ce qui démontre que tout élément de Q[a] est une combinaison linéaire des éléments de la
- k
famille (a )ke[[o,m—l}]’ donc elle engendre Q[a].

Etant une famille libre et génératrice de Q[a], la famille (ak)ke[[o g est une base. On
en déduit : ’

dim(Qla]) = card ((ak) ) — m = deg(my),

ke0,m—1]
d’ou le résultat.

Il s’agit de démontrer que pour tout z € Q[a], on a xz € Qo] : ¢’est une évidence, puisque
pour tous polynémes P et () dans Q[X], on a P(a)Q(a) = (P - Q)(a). La Q-linéarité de la
multiplication par x provient de la distributivité de la multiplication par rapport a ’addition.
Ainsi Papplication z +— zz est un endomorphisme de Q[«], clairement injectif puisque Q[q/]
est intégre en tant que sous-anneau de C : I’égalité zx = 0 implique z = 0 car = # 0.
Or, en dimension finie, un endomorphisme est injectif si et seulement s’il est surjectif (si et
seulement s’il est inversible). Comme 1 € Q[a], on en déduit qu'il existe z € Q[a] tel que :
zrx = 1. Ainsi z est inversible dans Q[a].

L’inclusion Q[a] € Q(«) est évidente. Pour l'inclusion réciproque, soit z € Q(«); il s’écrit

z = % ou R(a) # 0. Or R(«a) est inversible dans Q[a] d’apres la question précédente : il
existe donc @ € Q[X] tel que R(a)Q(«) = 1, et on a par conséquent :
P
= ) = P@)Q(e) € Qlal

Ceci démontre que z € Q[a]; donc Q(«) C Q|a], et on a bien 1’égalité ensembliste voulue.
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20.

(a)

Il est clair que P,(X) est irréductible dans Q[X] si et seulement si P,(X + 1) est irréductible
dans Q[X] : si 'un des deux polynémes admet une décomposition en facteurs non triviaux,
alors I'autre polynéme aussi quitte a composer ces facteurs avec X +1 ou X — 1.

Or :

p

P,(X +1) (X+1)P -1 kg—:o <£)Xk -1 l;i:l <£)Xk zp: (p) k-1
+1)= = = = T
p (X+1) -1 X X 2\ i

c’est-a-dire :

p—1
P(X+1)=p+> (Z)Xf + XP 1
k=2

Pour pouvoir utiliser le résultat admis dans I’énoncé, nous devons vérifier que pour tout
k € [1,p — 1], le coefficient binomial (Z) est un multiple de p (ce résultat classique n’est

valable que si p est premier). Pour cela, soit k € [1,p — 1] ; on écrit :

k—1

p p! .

N2 1 ()

(’f) (p—Fk)! 131

(nous multiplions par k! pour n’avoir que des entiers dans cette égalité, et nous pouvons
alors faire de l'arithmétique dans Z). On en déduit que p divise (Z)k:!; mais p est premier
a k! puisqu’il s’agit d’'un produit d’entiers tous strictement inférieurs a p, et qui ne peuvent
donc admettre p comme diviseur premier. On en déduit, par le lemme d’Euclide (ou le

p

k) : ¢’est ce qu’on voulait démontrer.

théoreme de Gaufl), que p divise (

Reprenons notre réflexion : p divise tous les coefficients de P,(X + 1), sauf le coefficient
dominant, et p? ne divise pas le coefficient constant. Donc, d’apres le résultat admis dans
I'énoncé, P,(X + 1) est irréductible dans Q[X] et donc P, I'est également.

Remarque. Le résultat admis dans 1’énoncé s’appelle critére d’Fisenstein.

Tout d’abord, vérifions que P, annule bien &, :

p—1 L1
Rl&) =X &= =0 (28)
k=0 P

Ensuite, du fait que P, soit irréductible dans Q[X], le polynéme P, est le polynéme minimal
de &, : en effet, il est bien unitaire, et si I'on fait la division euclidienne de P, par m, on
obtient Pexistence de (@, R) € (Q[X])? tel que :

Pp = ng@ + R,

et deg(R) < deg(me,). En évaluant cette égalité en &,, on obtient R(&,) = 0, ce qui n’est
possible que si R = 0 (sinon on contredit la minimalité de m¢, ). Alors : P, = m¢, @), mais
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comme P, est irréductible et m¢, non constant (sinon il n’annulerait pas &,, & moindre d’étre
nul, mais il ne serait pas unitaire dans ce cas), cela impose que le polyndéme () est constant.
Du fait que P, et m¢, soient unitaires, on a méme @ = 1, donc P, = ¢, : d’ou le résultat voulu.

Pour le dernier résultat demandé : soit ¢ € [[1,p—1]. Alors & # 1 parce que &, est une racine
primitive p-iéme de 1'unité, et par le méme argument que dans 1’égalité (28) :

p—1 é-cp -1
P& =X (&) = Fzg =0
k=0 P

Pour l'existence de 'application ®. : Q[¢,] — Q[&,] de I'énoncé, vérifiant :

VP e Q[X], ®.(P(&)) = P(&),

la subtilité est de vérifier qu’elle est bien définie : si un nombre z € Q[¢,] s’écrit de deux fagons
différentes comme un polynéme en &, est-ce que I'image par ®. de z dépend du polynome
retenu 7

Pour cela, on note que si z s’écrit : 2 = P(&,) et z = Q(&,), ou P et ) sont deux polynomes a
coefficients rationnels, alors leur différence P—() annule ,, donc est un multiple du polynome
minimal P, (on le voit une fois de plus en faisant la division euclidienne de P — @) par P,
et en remarquant que le reste dans cette division euclidienne doit étre nul, sinon il serait
un polynéme annulateur de ¢, contredisant la minimalité de P,). Or P,(&5) = 0 d’apres la
question précédente, donc P(£7) — Q(&) = 0, puis : P(§5) = Q(&5). Ainsi la valeur de ®.(z)
ne dépend pas du polynoéme choisi représentant z.

Vérifier qu’il s’agit d’'un morphisme de corps de Q[¢,] découle du fait que pour tous polynémes
P et QQ a coefficients rationnels, on ait :

P()Q(E) = (PQ)(E), et : P(§) + Q&) = (P + Q)(&).

Il est donc injectif comme tout morphisme de corps non nul, et c¢’est aussi une application
Q-linéaire sur Q[¢,] comme on le vérifie aisément (il faut s’assurer qu’il laisse invariants
les nombres rationnels). Or Q[¢,] est de dimension finie (égale & p — 1) d’apres la question
19.(a), et un endomorphisme défini sur un espace vectoriel de dimension finie est injectif si
et seulement s’il est bijectif, donc ®. est bijectif. C’est donc un automorphisme de corps.

Si R € Q[X] vérifie R(&,) # 0, alors P, ne divise pas R; or P, est irréductible, donc cela
signifie que P, et R sont premiers entre eux. Il existe donc une relation de Bézout entre ces
deux polynomes : il existe (U, V) € (Q[X])* tel que : UP,+ RV = 1. Or P,(&,) = B,(&) = 0;
en évaluant cette égalité en &, et &, on obtient donc :

1 1 .
R(é—p) = V(ﬁp% et @ = V(é.p)

De cela, et de la question précédente, il découle immédiatement 'identité attendue.
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21. (a) En utilisant la relation (18), on a :

| i cEm el (21) emo 1
Zkfl?k(7”§p) =k Z it ;nz 1 - k Z H ;n, -1’ (29)
P™ (o imi) el p—1]F =1 5P P" e mi)eltp—1]k =1 5P

mi--my=r mod p mi---my=r mod p

donc %z (r; p) est une somme de fractions rationnelles en &, ; un corps est stable par somme,
donc i*x,(r;p) € Q(&).

(b) En reprenant la propriété de ®,. démontrée dans la question 20.(d), et 1’égalité de la question
précédente, on a :

' (=1)* kgemi 41
Bellrin) = X e
b (m1,...,mg)€[L,p—1]k i=1 >P
mi---my=r mod p

Or c est premier a p, donc inversible modulo p. On en déduit que I'application définie sur :

{(ml,...,mk) c1,p—1]F| Hmizrmodp}

=1

et & valeurs dans :

k
{(ml,...,mk) c1,p—1]* | Hmizckrmodp},

i=1

définie par : (mq,...,my) +—  (cmy,...,cmy), est une bijection, de réciproque
(my,...,mg) — (c7'my,...,c"'my). On a donc le résultat voulu :

(1)
F > Hgmz

P2 m o mielp—a =1 P

m1--my=c®r mod p

&+l (29) .k

@.(iha4(rip)) = = (i),

22. (a) Si Dg(1, f) =0, alors la deuxieéme relation de la question 16 implique :

0—2( ) Zf r)zy(r; p).

Mais nous avions démontré dans cette méme question, avec un caractere impair au lieu d’une
fonction f impaire (mais le raisonnement reste le méme), qu’en vérité :

p 1

QZf ) (r; p) Zf r)a(r; p).
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En utilisant le fait que les puissances d’un générateur de G parcourent G = (Z/pZ)*, on en
déduit :

> f(a)ax(a’;p) = 0.

§=0
A présent, soit £ € Z, et soit k' € Z un entier tel que k&' = 1 mod p — 1 il en existe car k
est premier & p — 1. On pose alors : ¢ = a* € G.
Multiplions I’égalité ci-dessus par ¥, et considérons I'image par ®. de ses deux membres. En
sa dignité de morphisme de corps, il vérifie ®.(0) = 0, et aussi :

P (ikpz_:f(a])xk a],p) Z<D (" (a’; p)).

J=0

Or @, laisse invariant les nombres rationnels (conséquence classique du fait qu’il soit un
morphisme de corps, ou de la relation de la question 20.(c)), et f est supposée a valeurs
rationnelles, donc ®.(f(a’)) = f(a’) pour tout j € [0, p—2]. D’aprés la question précédente,
on a:

Vi€ [0,p 2], ®(i*ur(a’;p)) = ifur(cad; p) = iFay(a™d; p).

kk'¢

On a kk'¢ = ¢ mod p — 1, et comme a?~' = 1 on en déduit : " = . Par conséquent :

p—2 p—2 p—2
O, " flad)ar(alip) | = fa))iFer(@™ i p) = 3 flad)ai(a™;p).
=0 =0 =0
En recoupant tout ce que nous avons établi, on a donc :
veeZ, Y f(a)w(a™p) =0. (30)
j=0

Pour réduire le nombre de termes de la somme, notons que f et r +— xp(r;p) étant des
fonctions impaires, leur produit est une fonction paire, et donc :

YleZ, Vje |[0, p;?’ﬂ . f <_aj) or(—a™i;p) = f (aa‘) zr(a™; p).

En utilisant le fait que o’z = —1 (exercice facile) on en déduit :

_3 . p—1 ., p—1 . .
VEEL, V€ |[0, pzﬂ (@) an(@ T p) = f (o) wk(a ).

Or, quand j parcourt [[0 3]] J+ 5 L parcourt [[p D — 2]] Ainsi :

25 2
wez, 23 f(a)aa™ip) =3 f (@) arlaip) E o,
Jj=0 j=0

d’ou le résultat voulu.
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(b) On reprend la relation de la question précédente. Pour tout ¢ € [[O 3]] ona:

> f (o) an(a i) = Z f@)na i+ 3 (@) a0 61
j=0 j= J=0
]+e<T JHe=EEt

Si ¢ = 0, la deuxieme somme est vide. Pour tout ¢ & [[1 3]] en utilisant la parité de
r — x1(r; p), ainsi que les égalités a1 =1 et a B = —1,ona:

p—3

[+

> @) - S ()l

=0 j=0
j+ezpst jHezEgt
p=3
2 . . _1
f (@) wx(a"7"7 s p), (32)
7=0
JHe=2t
et pour tout (j,1) € [[0 3]] tel que 7+ ¢ > —ona€+]——<——1.

Posons m = %. Si, pour tout n € Z, on note trés abusivement n mod m le représentant
entre 0 et m — 1 de n modulo m, et si I’'on pose également :

v(i,j) € [0,m — 1], 51‘:]':{_1 sinon,

alors les relations (31) et (32) se réinterpretent ainsi :

p=3
Ve e [0,m —1], i eoif (aj) Ty, (a”j mOdm;p) =0. (33)
=0
Si, conformément & ’énoncé, on pose pour tout v = (vg,...,Up_1) € C™ :
Vo U1 o Upm—2  Um-—1
A (v) = Uy V2ot Umel U0 | (2430115 modm)ocs jem 1
Upo1 —Ug —V1 -+  —Up o
alors (33) s’écrit matriciellement :
Am(x) -y =0,

ol X = (mk(l;p),xk(a;p),...,xk (aT;p» et ly = (f(l),f(a),...,f(apgs)) : ce qu'on

voulait démontrer.
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23. (a) Siv = ey, alors la matrice A,,(v) est simplement :

1 0 )

0 0o -1

Am(el) - 0

0 -1 0 0

On a donc :

1 0 o 0
0 0 1
det(A,,(e1)) = (—1)™* 0
0 1 0O --- 0

Quitte a réordonner les m — 1 derniéres colonnes, on peut faire apparaitre le déterminant de

la matrice identité. Nous devons pour cela transposer la m colonne et la deuxieme, puis la
(m — 1)-iéme et la troisiéme, etc. On compte ™! inversions si m est impair, mT_2 si m est

2
pair. On en déduit :
(-7 t=(-1)%  sim=0mod?2,

det(A(e1)) = { (=)™ x (=1)"z = (_1)mT_1 sim =1 mod 2. (34)

Or, toujours dans ce cas :
2m m—1 ) 9 1
(cos <m> + sin (m)) I (> vér, | = cos (m)—l—sin (m> = V/2cos m(2m —1) ,
2 2 =0 \ iz 2 2 4
£ impair

et on sait, grace a la périodicité du cosinus et a ses valeurs remarquables, que pour tout k& € Z
impair (I’éléve consciencieux passera éventuellement par un raisonnement par récurrence),

kr (—1)% sik=1mod4
2 _— — 1 ’
\/—COS<4> { sk =—1mod4,

donc :

m(2m—1)\ [ (=1)"= sim =1mod 2,
\@COS( 1 )‘{(—1)’5 sim = 0mod 2,

En comparant avec (34), on obtient bien le résultat désiré :

det(A,,(e1)) = V2 cos <7T(2W;_1)> = cos (7r;n) + sin <7T2m) :

d’ou le résultat voulu si v = e;.

32



Mathématiques D (U), MP ENS 2019 - corrigé

(b)

Il y a un conflit de notation avec la question précédente : e et e; désignent le méme vecteur.
Dans cette question, e reste le vecteur (1,0,...,0) € C™.

C’est un produit matriciel immédiat, mais on attend peut-étre une démonstration formelle.
Avec les mémes notations que dans la question 22.(b) :

Amn(e1) = ((€1,j00,i+j mod m))ocs jem—1 »

ou la lettre ¢ désigne le symbole de Kronecker. On espere obtenir :

Vo @—Up-1 -+ —U2 —U
C’m(v) _ U:1 U:o . —:1)3 —:U? _ ((Ez’7jvi—j o m))ogi,jgm_1
Um—1 Um—2 U1 Vo
oue;=1sii>jete;=—1sinon.
Or, pour tout (7,5) € [0,m — 1]?, le coefficient (7,5) du produit matriciel A,,(v)A,,(e;) est :

Eim—j€m—j,jVi—jmodm Sl J 21,

m—1
€i,t€t,jVi4+t mod m50,t+j mod m — ..
2 €i,0€0,0Vi mod m sij=0,

t=
puisque 'unique entier ¢t € [0,m—1] telquet+j=0mod mestt =m—jsij>1,ett=0
si g =0.

Soit i € [0, m — 1]. Distinguons deux cas :

— si j =0, alors g;0c0,0 = 1, donc on a bien €; 900 = € ;

— sij = 1,alors €, j€m—j; = 1sil’on asimultanément i+m—j < m—1et j+m—j < m—1
(ce qui est impossible), ou simultanément i + m —j >m—1let j+m—j7>m—1 (la
deuxieme inégalité est superflue car toujours vraie), c’est-a-dire si 'on a j —i < 1, ou
encore : j < ¢; inversement, €; y,—j€m—j; = —1 i j > 1;0on adonc : € m_jem—j; = € ;-

On a donc, pour tout (i, 7) € [0, m — 1],

—_

e
Z €i,t€t,jVi4+t mod m50,t+j mod m = €i,jVi—j mod m»
t=

c’est-a-dire : A, (v)An(e1) = Cn(v).

Soit ¢ € [1,2m] un entier impair. Pour tout ¢ € [0, m — 1], comparons le i-ieme coefficient
des vecteurs C,,(v)cy et ¢ il s’agit respectivement, avec les notations de la résolution de la
question 23.(b), de :

[asy

m

— (m—t)e _ (m—i)
Z Ei,tvi—t mod mme ) et : €2m .
t=0
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Pour 7+ = m — 1, faisons le changement d’indice de sommation ¢t — m — 1 —¢; on a alors :

,_.

m—

m—1 m—1
e (t+1)L
€i,tVi—t mod m€2m ) Z Um—1— t€2 - Z Ut§2 - (Z Utféfn) géma

t=0 t=0 t=0

et cette égalité suggére que si ¢ est bien un vecteur propre de C,,(v), alors la valeur propre

associée est Z v,f . Pour nous en convaincre, notons que pour tout ¢ € [0,m — 2] on a :
t_

m—1 3 m—1
—t)0 —t)¢ —t)l
Ei,tvi—tﬁéTn * = > Vit mod mEam O > Ui ilom
=0 =0 t=i+1
et nous nous affranchissons du signe moins en constatant que &' = —1 (vérification facile)
et donc &M = (—1)¢ = —1 parce que { est impair, de sorte que pour tout i € [0, m — 2] :
m—1

€i,tVi—t mod mg(m 0 - Zviftgém + Z Um+i— t€(2m vt

t=0 t=0 t= lJrl
t)) +i—t))l
_th£2m o + Z Uthmm (=t

t=1+1

<Z Utf )622”@ Z Z Utf (m e
t=1+1
= <Z Ut£ ) e z)eu
=0
et ceci étant vrai pour tout ¢ € [0, m — 1] (le cas i = m — 1 fut traité préalablement), on a :
m—1
Crn(V)er = (Z Utféﬁ) Ce
=0

De plus ¢; est évidemment non nul; ceci démontre donc que ¢, est un vecteur propre de

m—1
C,(v), associé & la valeur propre . v,
=0

(d) Le déterminant de la famille (cp)1<s<om relativement a la base canonique est, a un facteur

¢ impair
+ I &, # 0 pres, un déterminant de Vandermonde. Pour justifier qu'il est non nul, il
1<0<2m
¢ impair

suffit de s’assurer qu’il ordonne des puissances de nombres distincts : or &;,, est une racine
primitive 2m-iéme de 1'unité, donc les nombres &5 | pour k € [1,2m], sont tous distincts.
C’est en particulier le cas des nombres &5 = pour £ impair parcourant [1,2m]. On en déduit
que ce déterminant de Vandermonde est non nul, donc la famille (¢;)1<s<om est libre; de plus,

£ impair
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24.

elle contient m vecteurs, donc c’est une base de C™, constituée de vecteurs propres de C,,(v).
Par conséquent, la matrice C,,(v) est semblable & la matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres associées aux vecteurs propres de la base (c¢)i<e<om ;

¢ impair
c’est-a-dire, d’apres la question précédente :
m—1 .
> V&m0 oo 0
5=0
0
0
m—1 .
0 o 0% ugim
5=0
2m m—1 .
et on a : det(Cy,(v)) = I > v]f%fn) Alors, de la relation A,,(v)A,,(e1) = Cp(v), on
=1\ j=0
¢ impair

déduit :
det(A,,(v)) det(A(e1)) = det(Cp,(v)),

et il reste a diviser par det(A,,(e;)) pour obtenir le déterminant cherché. Nous avons calculé

det(A,,(e1)) dans la question 23.(a); nous avons démontré qu’il égale cos (%) + sin (%),

et constaté en passant que c’est un nombre égal a 1 ou —1, donc en tous les cas il est égal a

son inverse. Alors :

~det(Chn(v))

det(An(V) = tian @)

= det(An(e1)) det(Co(v))

(o) () TR (o)

¢ impair
d’ou I'égalité désirée.

p—3

Pour x = (xk(l;p),xk(a;p), T ( 2 ;p)) € (CPT_I, la question 23 donne :

p—3

det (Api (x)) = <cos <”(p4_1>> +sin (”“Z”)) pﬁl  au(al: P&,

=1 j=0
£ impair

Dans la question 8.(a), nous avions explicité un isomorphisme entre G et G, dont I'image
d'un générateur a de G est le caractére y, : a* — &F_;. Or 'image d’un générateur par un
morphisme surjectif est un générateur, donc le caractére x, : w* — & | engendre G (il ne

serait pas coliteux de démontrer qu’on peut prendre n’importe quel générateur de GG dans
cette question, mais nous n’en avons pas besoin pour la suite). De plus :

p—3 p—3

Ve Z, f w(al;p)&l, = f zi(a’; p) (xu(a?))".

J=0 Jj=0
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Admettons provisoirement que le caractere Xﬁ est impair pour tout entier ¢ impair. Par un
raisonnement déja utilisé dans la question 22.(a) (voir notamment tout ce qui suit 1’établis-
sement de la relation (30)), on a méme, du fait de la parité et périodicité de zy et ! :

p 3

QZ:rk a’; p)(x.(a’)) Zﬂck a’; p)(x.(a’)) wa’p ) (xs(r))".
7=0

Or, d’apres la question 16, on a :

p—1

Sl 0) =23 ) 0) = (2) Dl

et d’apres la question 10 on a : Di(1,x%) = L(1,x%)*. On en déduit :

% ) o 2k—1 ok
ka(a],p)(X*(aj)) = 7Tk L(LX*) .
3=0

En conclusion :

det (A1 (x)) = <cos (”“’4_1)) + sin (”%‘”)) pff (2;1L(1,X£)k.>

R

£ impair

Justifions & présent que le caractére y! est impair pour tout entier £ impair (nous en aurons
aussi besoin dans la question suivante). Si ce n’était pas le cas, alors on aurait y.(—1) =1
d’apres (9), et donc x¥(—1) = 1 pour tout k € Z : or x, engendre é, donc il n’existerait pas
de caracteére impair. Mais c’est impossible si p > 2, puisque les caracteres impairs modulo p
engendrent JF - (Z,C), comme nous l'avons montré dans la question 16, et il existe bien des
fonctions non nulles p-périodiques et impaires : prendre I'application f =1; — 1,1 (avec les
notations de la question 16) par exemple.

Maintenant, soit ¢ un entier impair. Rappelons que d’apres la question 6.(b), les caracteres
impairs sont caractérisés par leur valeur en —1. En effet, un caractere y modulo p est impair
si et seulement si x(—1) = —1. Or y, est impair, et donc x.(—1) = —1. Pour tout ¢ impair,
on a également : y4(—1) = (—=1)¢ = —1, donc \! est impair pour tout ¢ € [0,p — 1] impair.
Supposons que L(1,x) # 0 pour tout caractére y impair modulo p. D’apres la fin de la
question précédente, X’ est un caractére impair pour tout entier £ € [0,p — 1] impair, donc
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L(1,x%) # 0 pour tout ¢ € [0,p — 1] impair. Or le calcul effectué dans la question 23.(a)
montre qu’on a également cos (@) + sin (@) # 0. On en déduit :

-DE-D
det (A%(X)) = (cos <7r(p4—1)> + sin (W(p; 1)>> 2 k(;l) }:[ L(1,x2)* #0.

e 2

¢ impair

Autrement dit, la matrice Ap—1(x) est inversible.
2

A présent, soit f € F, (Z,Q) telle que Di(1, f) = 0. D’apres la question 22.(b), si I'on pose :

alors : A% (x) -y = 0. L’inversibilité de la matrice ApT—l (x) implique y = 0, c’est-a-dire :

Vk € l[o,pfﬂ . () =o.

Suivant le méme raisonnement qu’en fin de question 22.(a), en utilisant la parité de f et
Iégalité a*= = —1 on obtient f(a*) = 0 pour tout k € [0,p — 2], et comme a est un
générateur de G cela signifie que f est nulle sur [1,p — 1] (et méme sur [0,p — 1] vu que f
est impaire) ; or f est p-périodique, donc on en déduit f = 0.

En conclusion, nous avons démontré que si L(1, x) # 0 pour tout caractére impair modulo p,
alors toute fonction f € F,(Z,Q) telle que Dy (1, f) = 0 est la fonction nulle, c’est-a-dire :

est de dimension nulle. D’ou le résultat.

25. D’apres la question 14.(c) :

110 = " S (o) () |

p p
Comme |7(x)| = /p d’apres la question 14.(b), on a 7(x) # 0. Nous devons donc démontrer :

> (%) £0

a=1 p
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pour avoir le résultat voulu. Or :

p—1 p—1
a 1
Xa@)B|l—-]==—)> x(a)(2a —p).
@ (1) = o S xlaa-1)

De plus, x = x est a valeurs réelles, et x(a) € U pour tout a € [1,p — 1], donc x(a) € {—1,1}

p—1
pour tout a € [1,p — 1]. On en déduit que > x(a)(2a — p) est un nombre entier, et on a :
a=1

p—1 p—1 p—1
> X(@)2a—p)= > x(a)(2—p)mod4=— X(a) mod 4.
a=1 a=1 a=1

a impair a impair

Ilya % nombres impairs dans [1,p — 1], donc % termes dans cette somme. Or par hypothese

p = 3 mod 4, donc % = 1 mod 2. Nous avons donc la une somme d’un nombre impair de 1 et —1 :

p—1
c’est impossible que cette somme donne zéro modulo 4. On en déduit que Y x(a)(2a — p) # 0,
a=1
P
et donc Y x(a)B (9) # 0.
a=1 p

On peut conclure :

donc L(1,x) # 0 : d’ou le résultat.
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