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’ 2022 - CCINP - MP - MATHEMATIQUES 2
UN CORRIGE

EXERCICE 1

1 ‘ donc’V(xhxg) =9 —xl.‘
)

1
T

Q1. OnaV(zy,z2) =

Soit un n-uplet (z1,...,2,) € C", tel qu'il existe deux indices (io, jo) € [1,n]? avec i # jo et x;, = xj,.
Alors la matrice de Vandermonde ((z;)"~!)1<; j<, posséde deux colonnes identiques, les colonnes i et j, donc
elle n’est pas inversible et son déterminant V(z1,...,x,) est nul.
La formule annoncée est bien vérifiée dans ce cas : V(z1,...,2,) =0 = H (x; — xi).
1<i<j<n

’ Donc il suffit de faire la démonstration pour n nombres complexes deux & deux distincts x1,...,Z,.

Q 2. e Soient z1,...,x, des nombres complexes deux a deux distincts. On considére la fonction

P C - C
) t — V(l’l,...,l‘n_l,t).

En développant le déterminant par rapport & la derniére colonne, il existe des coefficients ag, ..., a,_2 dans C
tels que :

1 1
1 R | t
P(t) :V(Il,...7$n_1,t) = . . . ZV(.’L‘l,...,JC”_l)tn71 —|—an_2t”72—|—...+a1t—|—ao.

n—1 n—1 n—1
Ty oo,y

Donc| P est une fonction polynomiale de degré au plus n — 1, et le coefficient devant t"~! vaut V(z1, .y Tn_1). ‘

e D’apreés la question Q 1, on a Vk € [1,n — 1], P(zx) = 0 donc P posséde n — 1 racines distinctes x1, ..., Zp_1.
Dot
n—1

vteC, Pt)=V(x1,...,Tn_1) H(t — ).
k=1

En particulier, on obtient la relation de récurrence :
n—1
V(.. wn) = P(rn) = V(zy,...,zn1) [[ (@0 — ).
k=1

e Montrons par récurrence sur n > 2 :

(H,) :si (x1,...,2,) € C" sont deux & deux distincts, alors V(z1,...,2,) = H (xj — ;).
1<i<j<n

Initialisation : cas n = 2. Soit x; # x5 deux nombres complexes.

On a montré a la question Q 1 que V(x1,22) = o — x1 = H (xj — ;).
1<i<j<2
Hérédité : supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
Soient (z1,...,2,) € C™ deux & deux distincts.
Par hypotheése de récurrence, V(z1,...,2,—1) = H (x; — ;). Il vient
1<i<j<n—1

1<i<j<n

ce qui achéve la récurrence.
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e Le résultat est encore valable si les ;, ne sont pas deux a deux distincts (d’aprés la question Q 2), d’ou :

V(z1,...,2n) €C", V(zq,...,z,) = H (xj — ;).

1<i<j<n
Q 3. Soit la matrice A suivante, que 'on transpose :
11 ... 1 1 2 ... n
, 2 22 ... 2" . 1 22 ... n?
A= (2])1§171§n = : : ’ A= :
n n? n" 1 27 n"
Par multilinéarité du déterminant :
1 1 1
1 2 n
det(A) =det(*fA) =2x3x...xn| . . . =nlV(1,2,...,n).
i 2n.—1 nn.—l
Ainsi
n J—1 n n—1 n n
det(A)=n! J[ G-i)=n]] (H(ji)) =nl[[G-Dr=n ] =]]4'=]]4""
1<i<j<n j=2 \i=1 j=2 j=1 j=1 j=2

On a ainsi |det(A) =n! V(1,2,...,n) = Hj[ — H pntl—k
Jj=2 k=2

Q 4. e Soit n > 2. On pose Vk € [1,n],a = e*7/".
Les (ax)1<k<n sont des nombres complexes deux & deux distincts et tous non nuls, car ce sont des racines (2n)-
iémes de 'unité distinctes. La somme suivante fait apparaitre une somme géométrique de raison ei2r/m #1:

n n n n—1 n—1 B i2m /n\ " 3
I;ai = Z (eikﬂ/n>2 _ Z pik2m/n _ Z oik2m/n _ Z (ei27r/n>k _ 1 : _(ee;/n) - _16;/” o

k=1 k=1 k=0 k=0

n

En posant Vk € [1,n], ar = /" on a Z a? =0 et les (ay)1<k<n sont deux a deux distincts et tous non nuls.
k=1

e Soient m nombres complexes 1, ..., x, deux & deux distincts et tous non nuls.

n n n
On suppose par 'absurde que toutes les sommes E Tk, E xi, ceey E xy, sont nulles. Posons :

k=1 k=1 k=1
X T2 . I

2 2 2

xry X3 ... T,

B = (z})1<ij<n =

n

n n
L 1

On effectue l'opération suivante sur les colonnes de B : C < C; +C3 + ...+ (), i.e. on ajoute & la premiére
colonne de B toutes les autres colonnes. Cela ne modifie pas le déterminant de B.

n
g:zk To ... Tp
k=1

n 0 T2 Tn
det(B) = det | 11— = det . 1 =0
0 =% xy

33

n
k=1
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Calculons det(B) en faisant apparaitre un déterminant de Vandermonde. Par multilinéarité du déterminant :

rT To ... Ip 1 1 ... 1
¥? @3 ... a? x1 X ... T

det(B) =| . . Ll =zi29.. .2y . . . ka (z1,...xn).
b oxy ... x) ot an zn=t

n
Les xj sont tous non nuls, donc (H xk> #0.
k=1
Les zj sont deux & deux distincts, donc V(xy,...,2,) = H (xj —x;) #0.
1<i<j<n

Il vient 0 = det(B) = (H xk> V(z1,...2n) # 0, ce qui est absurde.

n n

Donc | 'une au moins des sommes Ty 2. 27 est non nulle.
) k> ’ k

k=1 k=1 k=1

EXERCICE 2

Q 5. Soit A € M,,(R). Puisque || || est une norme d’algébre, on a par récurrence immédiate sur k > 1, ||A*|| < || A

Donc

1 1 1
w1 |t = At < g

All¥ Al All¥
La série exponentielle Z % converge, donc la série Z % = ||I.|| + Z % converge.

E>1 ’ k>0 ’ E>1

1
Par régle de comparaison pour les séries & termes positifs, la série Z HAk

k>0

1
Z HAk converge absolument.
k>0

. . 1 .
La série matricielle E —'A”C converge absolument, dans ’espace vectoriel normé M, (R)
k>0
qui est de dimension finie, donc cette série converge, vers sa somme notée e.

. On considére la série de fonctions E fr o

k>0
VEeN, fi: A %Ak

converge, donc la série matricielle

Soit un réel R > 0. On note B(0, R) : {A € M,(R),||A|| < R} la boule ouverte de centre 0 et de rayon R. On a

Ifo(A = [l
VA € B(0,R),
OR: vks1, [fu) HAk LAk < Lar < X
On en déduit que chaque fonction fi est bornée sur B(0, R), avec
||f0||oo,B(0,R) = sup ||f0(A)|| = ||In||
AeB(0,R)
Rk
VE2 1 feDlocpory = sup |fu(AI < 7
A€B(0,R) :

Rk

k-
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R* R*
La série exponentielle Z -7 converge, donc la série ||, || + Z —r converge.
k>1 k>1

Par régle de comparaison pour les séries a termes positifs, la série E | fellso,B(0,R) converge,
k>0

donc la série de fonctions Z fx converge normalement donc uniformément sur B(0, R).
k>0
1
(i) Pour tout k>0, fr: A— —'Ak est continue sur M,,(R) car polynomiale en les coefficients de la matrice
A. Donc fj, est continue sur B(0, R).

(ii) La série de fonctions Z fx converge normalement donc uniformément sur B(0, R).

k>0
+o00o
Par théoréme de continuité pour les séries de fonctions, la somme A — et = Z EAk est continue sur B(0, R).
k=0

Ceci est valable pour tout R > 0, or M, (R) = U B(0, R).
R>0

Donc Papplication A — e est continue sur M., (R).

Q 7. e Soit H € M, (R) une matrice non nulle.

1 = 1 1 I 1 1 +o0 1 1 400 1
_ 7Hk < - 7Hk - - L Hk < L k
| 2wt = | w a2 1= g 2

L 1
— _—— (eHIl 1 \H _ H _ 1 0
N D= et #D) o) ;2,0

ol on a utilisé le développement limité en 0 de ’exponentielle réelle.
1 X1

D lim ——— > " —H* =0.

O A0 TH] & K 0

e Posons pour H # 0,

—+oo
1 1,
8<H):mkz_ﬁff W0

Lorsque H — 0 dans M,,(R) :

“+oo 1 +oo 1
0+H _ ,H _ Lok _ Lok
e =e = k:!H = In+H+Zk!H

k=0 N k=2

1 X1
= I,+H+|H]| <||H|| EH’“ = I,+H+|H|e(H)
k=2

= e+ 1du, @) (H) + o[ H])-

Ainsi lorsque H — 0, on a | e’ = €* + Idu, ) (H) + o(||H|)) | ot I'identité Id,, (r) est linéaire.

Donc |Papplication A — e est différentiable en la matrice nulle 0, et dexp(0) = Id g, (r)-
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Q 8.

Q9.

PROBLEME

Partie I - Exponentielle d’une matrice symétrique

On a
a b b 1 1 1
A=1|b a bl =(@=-bI3+b] ou J=|[1 11
b b a 1 1 1

Pour tout (a,b) € R?, la matrice A est symétrique réelle : A € Ss.

Les matrices A et J sont symétriques réelles, donc diagonalisables en base orthonormale d’aprés le théoréme
spectral.

On a rg(J) = 1 donc dim(Ker(J)) = 2 par le théoréme du rang. Ainsi 0 est valeur propre de J de multiplicité
mult(0) = dim Ker(J) = 2 dans x 7, car J est diagonalisable. Soit A la derniére valeur propre de J. La trace est
égale a la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc Tr(J) =3 =2x0+1x A = A, dou A = 3.
Ainsi le spectre de J vaut Sp(J) = {0, 3}.

Il existe P € O,,(R) orthogonale et D = Diag(3,0,0) diagonale, telles que P~1JP = D. On en déduit que

P AP = P—l((a—b)13+bJ)P = (a—bP'LP+bP'JP = (a—b)l5+bD
a-b 0 0 3 0 0 at2 0 0
=l 0o a-b 0 |+[0 0 0] = 0 a—-b 0
0 0 a-b 0 0 0 0 0 a-b
Ainsi’Sp(A):{a+2b,a—b}.‘Donc
+ + CL+2b Z O
AeSy & Sp(A)CRT & { « > b

e On remarque que J? = 3.J.
Montrons par récurrence sur k > 1 que Jk =3k-17.
Initialisation : k= 1. J! = J = 3°J.
Hérédité : supposons le résultat vrai au rang k. Par hypothése de récurrence, J* = 3#=1J.
Donc J**1 = JkJ = (3k=1J)J = 3*~13J = 3k J, ce qui achéve la réccurence.

Ainsi [ Vk > 1, = 317,

o Cette relation n’est ’pas valable pour £ =0 ‘ car JO = I3 £ 371J.

e Calculons e?. On utilise A = (a — b)I3 + bJ.
Puisque les matrices (@ — b)[3 et bJ commutent :

eA — pla=b)Is+bJ _ (a—b)I5,bJ _ (ea—bIS) o — ga—b bt
Or
T SENY N QLTSRS § SJCOIR WPT
M=y g0 = b Y g =g (G ) T =1 st
k=0 k=1 k=1
On obtient
et =" (I3 4+ 371 ) = e 3 4+ 37 e 0T =371 T (3e s + ).
Finalement,
3e730 +1 1 1
et =371 (303 + )| et =37 en 1 3e 30 +1 1
1 1 3e730 +1

e La matrice e? est symétrique réelle et posséde la méme forme que la matrice A. Le coefficient 37 1et20 > 0 et

((3e—3b+1)+2) > 0,
33 +1 > 1.

Donc les deux conditions de la question Q 8 sont remplies pour la matrice e. Ainsi|e? € S;r .

5
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M,(R) — M,(R)
M +— PMP!

Q 10. e Soit P € GL,(R) une matrice inversible. Posons f :

L’application f est linéaire car

V()\l,)\g) S RQ, V(Ml,MQ) € Mn(R)Q,
f()\lMl + AQMQ) = P(AlMl + )\QMQ)P_l = )\1PM1P_1 + )\QPMQP_l = Alf(Ml) + )\Qf(MQ)

L’application f est linéaire sur 'espace vectoriel M,,(R) qui est de dimension finie,
donc ’ f: M+ PMP™! est continue sur M, (R). ‘

e Soit A € S;. Par le théoréme spectral, la matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable en base ortho-
normale. Il existe une matrice orthogonale P € O, (R) telle que P~'AP = D = Diag(dy, ..., d,).
On a donc A = PDP~ 1.

N
di 0
N il e 0
1 D
> =0
k! N—+4o00
k=0 N k‘ 0 ed”
0 J
>
k=0
On a
N i
k __ k
VN € N, ZHA 7Zk'(PDP (Z MD)
k=0 k=0

N
1
Or lim <Z /{:'Dk> = eP. Par continuité de 'application M + PM P! :

N
1

_ E) _ 1 Lk -1) _ p,Dp-1

_Nhr}: (E k'A>_Nhr£ <P<,§0k!D>P ) Pe” P~ .

Finalement, | e = PeP P!, ‘ Ainsi | e? est semblable a la matrice diagonale e = Diag(ed1 ey €

dn).

e On a montré qu'il existe P € O,(R) telle que e = PeP P! = PeP*P. Donc *(e4) = P!(eP)!P = e et la
matrice e? est symétrique.
De plus, e” et e sont semblables donc ont méme spectre. Il vient

Sp(e?) = Sp(eP) = {ehr, ... e¥} C R} CR,.

Partie IT - Produit de Hadamard de deux matrices

a b b
Q 11. On suppose que A= [ b a b | € S . D’aprés la question Q 8, on a a+2b > 0 et a > b. Alors
b b a
er et et
E(A)=|e e &b
et e el

La matrice F(A) est symétrique réelle.
D’une part, e® + 2e? > 0; d’autre part, a > b donc e® > e® par croissance de ’exponentielle.

Les deux conditions de la question Q 8 sont remplies pour la matrice E(A), donc | E(A) € Sy
6
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Q 12. e Soit D = Diag(dy,...,d,) une matrice diagonale telle que Vi € [1,n],d; > 0. Alors

Y1 diyr n
VY= | e Mua(R), YDY =(y1 ... ya)| : | =D di(w)?*=0.
y d =1

’ Si D est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont positifs ou nuls, alors VY € M,, 1(R),"Y DY > 0.

e Soit A € S,.
On suppose que A € S;7. Alors Sp(A) C R,
Par le théoréme spectral, la matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormale.
Il existe une matrice orthogonale P € O, (R) telle que P"1AP = D, ou D est une matrice diagonale dont les
termes diagonaux sont positifs ou nuls, puisque Sp(D) = Sp(A4) C R*.
Soit X € My, 1(R). D’aprés le point précédent :

'XAX ='X(PD'P)X ='(*PX)D(*PX) = 'Y DY > 0 en posant Y = ‘PX.

D'oit VX € M, 1(R), . XAX > 0.
On suppose que VX € M,, 1(R),'XAX > 0.
Z1
Soit A € Sp(A). Alors il existe X = | : | € M, 1(R), vecteur propre (donc non nul) de A associé a la valeur
Ty,
propre A : AX = A\X. Il vient
EXAX ="XAX =N XX >0.

Or X # 0 donc ‘XX = Z(%)Q > 0. On en déduit que A > 0, donc Sp(A) C Ry et A € S;F.
i=1
On a montré l'équivalence : |[Pour A € S, ona: (A€S) & (VX e M, 1(R),'XAX >0).

Q 13. e Soient A et B deux matrices de S, et a, 3 deux réels positifs. Alors (A + 3B) est symétrique réelle.
D’aprés la question Q 12, puisque A et B sont dans S, on a :

VX € Mp1(R), 'X(aA+BB)X = &(tXAX) + (*XBX) > 0.

On en déduit que ’V(A, B) e (55)? V(o B) e (Ry)? (aA+BB)eS; . ‘

e Posons Ag = (1 O) et By = (1 1). Ap et By sont symétriques.

0 0 11
Sp(Ag) = {1,0} C R, et Sp(By) = {2,0} C Ry, donc Ay et By sont dans S, .
Mais AygBy = <(1) (1)) n’est pas symétrique donc AgBy ¢ S .

Pour n > 2, soient les matrices diagonales par blocs : A = Diag(Ay,0,,—2) et B = Diag(Bp,0,,—2).
A et B sont symétriques avec Sp(A) = {1,0} C R et Sp(B) = {2,0} C R, donc A et B sont dans S,.
Mais AB n’est pas symétrique :

11 0
AB=[\0 0 ¢ ST
0 In—2

’Pour tout n > 2, il existe des matrices A et B de S, telles que AB ¢ S;T. ‘

Q 14. Soit A € S;F. A est symétrique réelle donc diagonalisable en base orthonormale.
Il existe P € O, (R) et D = Diag(\1,...,\,) diagonale réelle, telles que P~1AP =tPAP = D.
On a donc A = PDP~ 1.
De plus, {)\1, . .,)\n} = Sp(D) =Sp(A) C Ry donc Vi € [1,n], A\; > 0.

Posons A = Diag (v/A1,...,vA,) et R=PAP~! = PA'P. Alors
R? = (PAP Y2 = PA*’P~' = PDP~! = A.
7
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R est symétrique réelle car : ‘R =*(PA'P) = PA'P = R.

R est semblable & A donc a méme spectre : Sp(R) = Sp(A) = {\/E, e

Ainsi A admet une racine carrée R dans S;.
Pour toute matrice A € S;7, il existe R € S telle que A = R?. ‘

Q 15. e Soient A = (a; ;) € S;F et B = (b; ;) € S;t.

D’aprés la question Q 14, il existe U = (u; ;) € S;F et V =
On pose C = (¢; j) = A* B. Soit (i,5) € [1,n]>
n n
ai; = (U%)ij = Y uipup, > uiun
k=1 k=1
n n
biy = (V¥i; = Y vieve, D veave
=1 =1
D’ou

\/)\n} CR..Dou Re St

(vi ;) € S;F, telles que A =U? et B=V?2.

car U est symétrique.

car V est symétrique.

v(i,j) € [1,n]?,

Ci,j = az,]

n
Zuk iUk,j va,ivé,j .
(=1

e D’aprés I'expression précédente, on a V(i, j) € [1,n]?,
Soit X € Mn,1(R).

X(A*B)X ='XCX =

n n
E E Ci,j T
i=1j=1

n

E Uk, iV, L5 E Uk,jVe, 525

3

n

2.2

=1/¢=1

en observant que I'on obtient deux fois la méme somme.

¢ji = ¢ 5. Donc C' = A x B est symétrique.

n n n
g g E Uk, Uk, j Ve, Ve, Ti T
1j=1k=1¢=1

n n

M:

7

|
M 3

2
Uk,z‘W,i%’) >0,
i=1

=
Il

14=1

On a VX € M, 1(R),"X(A*B)X > 0. D’apres la question Q 12, la matrice A * B est dans S,/

’ Si A et B sont deux matrices de S;, alors A B € S, ‘

Q 16. Soit A € M, (R). Soit (i,75) € [1,n]?. Par définition, on a Vp € N,

(AP); 5 = (ai )P

Donc

N N +00
(Tn)ij = <Z ) A, > =y H(az‘,j)p Ny oo > P
ij P p=0
N
- . . p -
On en déduit que VA € M, (R), Ngqum Ty = NLHEOO (1;) p'A )i, ) = FE(A)

Q 17. e Pour X € M,, 1(R), on pose

L’application fx est linéaire car

V(A, A2) € R2, V(M Ma) € M, (R)?
fx MMy + XoMy) =

X (MM + Mo M) X = M XM X + X' X Mo X = Ay fx (M) + Ao fx (Ma).

L’application fx est linéaire sur I'espace vectoriel M,,(R) qui est de dimension finie,

donc ’ fx : M —"XMX est continue sur M,,(R). ‘

8
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e Montrons que S, est une partie fermée de S,,.

St = {4€S8,, VX eM,1(R), 'XAX >0}
SpN{A e My(R), VX € M,1(R), *XAX >0}

= SN (| {AeM.(R), 'XAX >0}
XeMy 1(R)

= SN N {AeMa(R)., fx(A)€ [0, +ocf}
XeMqp 1 (R)

= SN N fx'([0,+00])
XeM, 1(R)

* L’image réciproque d’un fermé par une application continue est continue.
L’ensemble [0, +00[ est une partie fermée de R.
Pour chaque X € M, 1(R), fx est une application continue.
Donc pour chaque X € M, 1(R), fx' ([0, +0c]) est un fermé de M., (R).
MalB) 2 MR Alors 8, = {4 € Mu(R), 1A= A} = g1 ({0,}).
Le singleton {0,,} est fermé dans M, (R).
La transposition est continue, car linéaire sur M, (R) qui est de dimension finie. Donc g est continue.
Alors S, = g7 1({0,,}) est un fermé de M, (R).

* Posons ¢ :

* Une intersection de fermés est fermée. Donc Uintersection ﬂ Fx ([0, +0c[) est un fermé de M, (R),
XEM. 1 (R)
puis lintersection S, N m fx([0,400[) | est fermee.
XEMy 1 (R)

x Ainsi S, est fermée et incluse dans S,,, donc ’S,'f est une partie fermée de S,,.

e Soit A € STT .
x Montrons que par récurrence sur p > 1 que A*? € S;F.
Initialisation : p=1. On a A* = A € S,
Hérédité : on suppose que A*P € S;F.
D’aprés la question Q 15, S;F est stable par produit de Hadamard.
Donc A*P+1) = A x (A*P) € S}, ce qui achéve la récurrence.

Ainsi ’Vp >1,A" ¢ Sjl"

* Montrons que A* € §;F. On pose J = A** = (1)1<; j<n € Sn.
Comme dans la question Q 8, J est symétrique réelle donc diagonalisable.
rg(J) = 1 donc dim(Ker(J)) = n — 1 donc 0 est valeur propre de J de multiplicité n — 1 dans x ;.
La derniére valeur propre vaut n car Tr(J) =n=(n—1) x 0+ 1 x A

Donc Sp(J) = {n,0} C Ry et

x D’apres la question Q 13, S;F est stable par combinaison linéaire a coefficients positifs ou nuls.

N
1 1
OrvpeN,~ > 0et AP €S, done Ty = Y — A" € S§. Ainsi | YN > 1, Ty € 5.
p! pzop!

* D’aprés la question Q 16, E(A) = Nhr-Ii-l Ty ot VN €N, Ty € S}
—+oco

On vient de montrer que S, est une partie fermée, donc la limite d'une suite d’¢léments de S, est encore
dans S;f, donc E(A) = lim Ty € Sf.
N—+oo

Si A €S}, alors B(4) €Sy |




