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Probléme 1

Soit n entier non nul. On munit R” de son produit scalaire canonique. Pour ¢ € S,, on pose
M, = (6i7‘7(j))1<i,j<n e M,(R) et f, € Z(R") Papplication définie par
Viellin]  folej) = eopy)
avec € = (e1,...,e,) la base canonique de R™. On se propose de construire un plongement de
Sy, dans SO, (R), c’est-a-dire une application ¢ : S, — SO, (R) injective et vérifiant
V(io,y) €Sh  wloo) =w(0)p(v)
1. Soit o € S,,. Que représente M, pour I’endomorphisme f, 7 Justifier que la matrice M,
est orthogonale.

2. Soit (0,7v) € S2. Déterminer le produit M,M,.

3. On note u = (1,...,1) € R™. Pour o € S,,, justifier que Vect (u) est stable par f,.
Qu’en déduit pour f, (Vect (u)*).
4. Montrer qu'il existe P € O,(R) telle que

Vo €8S, P'M,P = (H%) avec A, € 0, 1(R)

5. Conclure en construisant un plongement de S,, dans SO, (R).

Probléme 11

On définit p la fonction de Mdbius par

1 sin=1
Vn € N* pu(n) =< (=1)"  sin est le produit de r nombres premiers distincts
0 sinon

Pour n entier non nul, on pose
2
M(n) = > Wk avec w=ew
ke[1;n] | kAn=1
1. En considérant I'union disjointe

[1in]=| {kelt;n] | kAn=d}

dln
n n n
montrer Swh=3YM (—) puis Y wk =Y"M(d)
k=1 dn d k=1 dln
2. Soit n > 2 et d diviseur de n. En distinguant le cas ou d admet un facteur carré et le cas

otl il est sans facteur carré et s’écrivant comme produit de k facteurs premiers pris parmi
les r facteurs premiers de n avec k € [0; r ], établir

%u(d) =0

3. Conclure en montrant M = p.



Probléme II1

Soit p un nombre premier.

1. Justifier que p divise 27 — 2. On note a, le quotient de 27 — 2 par p.

2. Soit k € [1; p—1]. Montrer p divise (%)

k
()
puis EIREL = (1) 1k — 1)! [p]
p
p—l —
3. Dans Z/pZ, calculer > (—1)% k1.
k=1



