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Problème I

Soit n entier non nul. On munit Rn de son produit scalaire canonique. Pour σ ∈ Sn, on pose
Mσ =

(
δi,σ(j)

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn(R) et fσ ∈ L (Rn) l'application dé�nie par

∀j ∈ [[ 1 ; n ]] fσ(ej) = eσ(j)

avec C = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. On se propose de construire un plongement de
Sn dans SOn(R), c'est-à-dire une application φ : Sn 7→ SOn(R) injective et véri�ant

∀(σ, γ) ∈ S2
n φ(σ ◦ γ) = φ(σ)φ(γ)

1. Soit σ ∈ Sn. Que représente Mσ pour l'endomorphisme fσ ? Justi�er que la matrice Mσ

est orthogonale.

2. Soit (σ, γ) ∈ S2
n. Déterminer le produit MσMγ.

3. On note u = (1, . . . , 1) ∈ Rn. Pour σ ∈ Sn, justi�er que Vect (u) est stable par fσ.
Qu'en déduit pour fσ

(
Vect (u)⊥

)
.

4. Montrer qu'il existe P ∈ On(R) telle que

∀σ ∈ Sn P⊤MσP =

Å
1 0
0 Aσ

ã
avec Aσ ∈ On−1(R)

5. Conclure en construisant un plongement de Sn dans SOn(R).

Problème II

On dé�nit µ la fonction de Möbius par

∀n ∈ N∗ µ(n) =


1 si n = 1

(−1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts

0 sinon

Pour n entier non nul, on pose

M(n) =
∑

k∈[[ 1 ;n ]] | k∧n=1

ωk avec ω = e
2iπ
n

1. En considérant l'union disjointe

[[ 1 ; n ]] =
⊔
d|n

{k ∈ [[ 1 ; n ]] | k ∧ n = d}

montrer
n∑

k=1

ωk =
∑
d|n

M
(n
d

)
puis

n∑
k=1

ωk =
∑
d|n

M(d)

2. Soit n ⩾ 2 et d diviseur de n. En distinguant le cas où d admet un facteur carré et le cas
où il est sans facteur carré et s'écrivant comme produit de k facteurs premiers pris parmi
les r facteurs premiers de n avec k ∈ [[ 0 ; r ]], établir∑

d|n
µ(d) = 0

3. Conclure en montrant M = µ.
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Problème III

Soit p un nombre premier.

1. Justi�er que p divise 2p − 2. On note ap le quotient de 2p − 2 par p.

2. Soit k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]]. Montrer p divise
(
p
k

)
puis k!

(
p
k

)
p

≡ (−1)k−1(k − 1)! [p]

3. Dans Z/pZ, calculer
p−1∑
k=1

(−1)kk̄−1.
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