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Feuille d’exercices n°87

Exercice 1 (**)

Soit n entier avec n > 2. Montrer que n ne divise pas 2" — 1.

Corrigé : Supposons n|2" — 1. Soit p le plus petit facteur premier de n. On a clairement p
impair puisque 2" — 1 est impair. Puis, on trouve 2" = 1 [p|. Ainsi, dans U(Z/pZ), on a o(2)|n
et comme ¢(p) = p — 1, on a aussi o(2)|p — 1. Or, l'entier p est le plus petit facteur premier de

n d’ott 0(2) =1 ce qui signifie 2 =1 [p] et qui est absurde. Ainsi

’Pour n = 2, I'entier n ne divise pas 2" — 1.‘

Exercice 2 (**)

Soit p un nombre premier impair et x € Z. Montrer
z € IF, est un carré <= 2" =1 [p|

On admettra le résultat suivant : pour P € [F,[X], le polynéme P admet au plus degP racines
distinctes.

Corrigé : On peut réduire le probléme a I’équivalence

z € IF, est un carré non nul <= "7 =1 [p]

1

Siz=a% alorson aZz =a? ! =1 dapres le petit théoréme de Fermat. Réciproquement,
considérons
* *
Wb IFp IFp
r — 2

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs et chaque carré admet deux antécédents puisque
V(7)) =(a) <= za '€ Kery avec Kery={£1}

le noyau s’obtenant par intégrité en résolvant (z — 1) (Z + 1) = 0. On en déduit, comme dans
I'exercice 0 feuille 0

Card F;, _p—1
Card Ker 2

Card Im ¢ =

et par conséquent Vz € Im 1 i =1

Or, le polynome X" — 1 admet au plus P solutions donc les racines sont exactement les

élément de Im ¢ d’ou la réciproque. On conclut

p+1

z € F, est un carré <= z2 =z [p|

Variante : Chaque carré admet deux antécédents car par intégrité

?-a*=(r-a)(z+a)=0 < re€{a,—a}



-1
On retrouve Card Im ¢ = pT

Application : On a en particulier

—Tcarré <= —1"7 =1 |p]
-1
et pT pair <= p=1 [4]

d’ou —1 carré <= p=1 [4]

Exercice 3 (**)
Résoudre
1. 2+ 2+ 7=0 dans Z/137Z;
2. 2 — 4z + 3 =0 dans Z/12Z.
Corrigé : 1. Dans Z/13Z, on a
?+24+7=0<+= 2°+2-6=0 < (z+3)(z—2)=0

Par intégrité, on conclut

Dans Z/13Z,on a2’ + 2 +7=0 < x € {-3,2}

Remarque : Comme on est dans un corps, on peut tout a fait procéder comme dans R avec la
factorisation canonique suivante : pour (a,b,c) € F3; et a # 0

ar’ +brx+c=0 < a(zr+27'a"'bh)? =2 2a"%(b* — 4ac)
On retrouve donc les formules habituelles avec le discriminant dont il faudra chercher une racine.
2. Dans Z/12Z, on opte pour une approche différente puisque ’anneau n’est pas intégre. On a
?—dr+3=0 < (z—2)?2=1

Or, on trouve v’ =1 < ye{l,5 -5 -1}

Ainsi Dans Z/12Z,on a 2> — 4z +3=0 < z € {-3,1,3,7}.

Exercice 4 (***)

Déterminer tous les entiers n € N* tels que 7 divise n™ — 3.

Corrigé : Notons r le reste de la division euclidienne de n par 7 et s le reste de la division
euclidienne de n par 6. D’apreés le petit théoréme de Fermat, comme 7 est premier, on a

n" = nb*0ts = (n®)7 x n® =n® =1 7]

Les cas s =0, r =1 et r =6 = —1 [7] sont clairement exclus. Pour (r,s) € [2; 5] x [1; 5],
on calcule r® [7] et on trouve (r,s) = (3,1) et (r,s) = (5,5). Ainsi, les solutions vérifient
nécessairement
n=31I7 n=>5][7]
ou
n=116] n=75 [6]



On a Tx14+6x(-1)=1

Pour le premier systéme, une solution particuliére est donnée par ng = 7x14+3x6x (—1) = —11.
La plus petite solution positive est donnée par —11+6 x 7 = 31. Pour le deuxiéme systéme, une
solution particuliére évidente est ny = 5. On conclut

Les ensembles solutions sont {31 + 42k, k € N} et {5 + 42k, k € N}.

Exercice 5 (***)

Déterminer les entiers n > 2 tel que p(n) divise n.

T
Corrigé : Notons n = [ p;* avec les p; nombres premiers strictement ordonnés et les o entiers
i=1

non nuls. On a ¢(n) = [] [pf”*l(pi —1)] d’on
i=1

emn <= T =Dl [In

=1

Or, excepté le cas ou p; = 2, on a p; impair donc p; — 1 pair. Si p; > 2, on a 2"| [[(p; — 1)
i=1
d’ott 27| [ pi. Or, le nombre [] p; est impair d’ou absurdité. On a donc p; = 2. Si r = 1, alors
i=1 i=1
©0(2%) =2>7! divise 2. Sir > 1, on a

i —1) = 27 Ip
i=1 i=2

,

Or, le nombre [] p; est impair d’ott 7 = 2. Ainsi, 'entier n s’écrit n = 2°p® avec «, 3 entiers non
i=2

nuls et p un nombre premier impair. On a

a1, f o p—1
p(n)n < 2271pf~1(p —1)]2°p° — Tlp

Comme p est premier, ses seuls diviseurs sont 1 et lui méme et comme on a < p, il s’ensuit

nécessairement
p—1

— =1 <= p=3
5 p

On conclut Vn > 2 e(n)ln <= ne {2°3° (o, f) € N* x N}

Exercice 6 (***)

Soient p, g deux nombres premiers distincts. Montrer

Zé Vz_pJ _(p- 1)2(q— 1)

Corrigé : On note
Ag=[1;q=1]x[1;p—1]  As=A{(k,{) € Ao | pk = ql}

Al:{(k>€)€A0 |pk<q€} AZZ{(k',E)GAo \pk‘>q€}



et on pose

{ AQ — AO
@Y:

La famille (Ai)ie[[l;S]] est une partition de Ay. Pour (k, /) € Ag, comme pAg=1et{ <p, k < g,
il s’ensuit que Az = @. Soit (k,¢) € Ay. On a

pk <ql < qp—pk>qp—ql < pl¢—k)>q(p—10)
Comme ¢? = id, on en déduit que ¢ réalise une bijection de A; sur A,. Par suite

Card Ay = Card Ay + Card Ay =2Card Ay = (p—1)(¢g —1)

q—1 -
et Card Ay = > > Z >l
k=1 \1</<p—1, qZ<pk: k=1 \ 1<t<pk/q

Do :i V%PJ _ (- 1)2(q —1)

Variante : Notons r 'application qui a k € [1; ¢ — 1] associe le reste de la division euclidienne
de kp par g. Cette application est bien définie par unicité du reste et on a

Vke[l;q—1] ksz%JquT(k)

L’application r est a valeurs a priori dans [0; ¢ —1]. Soit k € [1; ¢ —1]. On a k A g =1 puis
avec le théoréme de Gauss

kp
r(k)=0 <= kp= L?Jq = qlp
ce qui est absurde. On en déduit que 7 est a valeurs dans [1; g—1]. Soit (k,¢) € [1; ¢g—1] avec
k # ¢, par exemple k < ¢. Onal—ke[1;q—2] dou ({ — k) Ag=1 puis, avec le théoréme
de Gauss

0 =ri) = pe-0=e(|2|-|2]) = ab

ce qui est absurde et prouve donc U'injectivité de r. Ainsi, 'application r est injective de [1; ¢—1]
dans [1; ¢ — 1] ce qui prouve que c’est une permutation de [1; ¢ — 1]. Puis, on a

EL%J :Zz_ikp—qr(k) §Q(q2—1)+1‘121 k) et :Z_:i (k) = Zk— (q2—1)
On conclut 2 V{_pJ _ (p— 1)2(q -1

Exercice 7 (***)

Soit n > 3 entier impair.
1. Soit p nombre premier impair et o entier non nul. Montrer
=1 = z==+1[p°
2. Combien y-a-t-il d’éléments x de [1; n — 1] vérifiant 22 =1 [n]?

3. Déterminer le nombre de carrés de U(Z/nZ)?



Corrigé : 1. On procéde par récurrence sur a. Si o = 1, le résultat est vrai par intégrité dans
F,:
=1 = (@-1)(z+1)=0[p < z==*1[p
Supposons le résultat vrai au rang « entier non nul. Soit x entier tel que 2> = 1 [p*™!]. Alors,

onax?=1[p*] donx=c+kp*avece e {—1,1} et k € Z. Puis
=1 [p*" <= (e+kp*)? =1 [p**] < & + 2kep™ + k*p** =1 [p*T!]
Comme p** = 0 [p**™!], on trouve 2kep® = 0 [p**!] autrement dit 2ke = 0 [p]. On a 2¢ € U(F,)
d’ott k =0 [p], autrement dit k = pl avec ¢ € Z. Ainsi, on a
r=c¢c+lp*tt ==£1 [p*T]

ce qui clot la récurrence. On conclut

(82

,

2. On décompose n = [ p;
i=1

d’isomorphisme des restes chinois, on a

avec les p; premiers et les ; entiers non nuls. D’aprés le théoréme

?=1[n] < Vie[l;r] 2*=1[p{]
Avec le résultat de la question précédente, on a donc

?=1[n] < Vie[l;r] r=+1 [p"]

On conclut Card {re[l;n—1]|22=1[n|}=2"

3. On pose

 (U(2/nZ) — U(Z/nZ)
' { r o a?

Il s’agit d’'un morphisme de groupes multiplicatifs. Le nombre de carrés de U(Z/nZ) est préci-
sément Card Tm ¢ et on a établi précédemment Card Ker ¢ = 2". Pour (z,y) € U(Z/nZ)?, on
a

P(x) =¥(y) < 2y~ € Ker ¥

Ainsi, on a x = ay avec a € Ker . Pour un carré de U(Z/nZ), il y a donc 2" racines. On conclut

Card U(Z/nZ
Iy aCard Im ¢ = érard I({einw ) = SO;:AL) carrés dans U(Z/nZ).

Remarque : Il s’agit d’un cas particulier d’utilisation du résultat de 1’exercice 8 feuille 80.



