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Equations différentielles linéaires, calcul différentiel

Exercice 1.

k
1. Enécrivant y o = [[ (X—1;)" (décomposition en produit d’irréductibles de C[X]), olt m, ..., my
j=1
N*, le lemme de décomposition des noyaux donne la décomposition en sous-espaces carac-
téristiques :

k
C"=@PKer(A-A1,)"
j=1
Chaque Ker(A— A1) étant A-stableona:

Vjell,kl, YxjeKer(A—A)™, e x; =eie" Dy = et ( Y E(A— AjI)P) Xj
p=0 P

En notant | - || une norme quelconque de C”" (de dimension finie), il vient pour tout 7 € R et
tout je[l,k]:

le™x;ll < e™®AD Ci(1+1¢)™  xj | < Ce™eMD (@ + )"l
ouCjeR, et C= max(C;)=0.

1sj<k

Puis, pour tout x € C" (en décomposant x selon les sous-espaces caractéristiques) :

k k
VieR, lexll< Y e x;jl<Ca+]eh" (Z efReW) max x|
j=1 j=1 sJs

d’ou1 'inégalité demandée compte-tenu de I'équivalence des normes.

2. Lasolution du systeme linéarisé est z : ¢ — e’ x. D’aprés ’hypothese sur les valeurs propres de
A, il existe a > 0 tel que pour tout j € [1, k], Re(4) < a. La question précédente permet d’obtenir:

Izl = llxlle”* 0)
t—+o00

si bien que z(#) tend exponentiellement vers 0 quand ¢ — +oo, I'origine est point d’équilibre

attractif.

3. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
ve=0, |(ex|ey)|<llexllle™ yl < Klxllyle

ol K € R,. Ceci garantit la convergence absolue de I'intégrale définissant b. Cette derniére est
bilinéaire, symétrique et positive (vérification immédiate). Enfin, si xe R" :

+

VieR,, |lex]=0 < x=0

etA inversible

q(x):b(x,x):f lefdx|>dt=0 —

0 fonction continue =0

Donc g est définie positive.

€
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4. Pourtous x,ye R", te R,ona:

q(x+ty) = q(x) +2tb(x,y) + 2 q(y)
On dérive par rapport a ¢ (polynéme) et on évalue en ¢ =0, ce qui donne :
dg(x)-t=2b(x,y)

En particulier :

+00
(Vg(x)| Ax) = dg(x) - Ax = 2b(x, Ax) =f 2(e" x| e Ax) dt = Jim (| e xl? - 11e" x)1?) = -l x/?
0 [\ J —+00

-

=——lletx|?

. On considere maintenant y = y(¢) et y = f(y) = Ay + r(y) et on calcule :

q(y) =dqy) oy =2b(y,y) =2b(y, Ay) +2b(y,r(»)) = ~llylI* + 2b(y, ()

L'inégalité de Cauchy-Schwarz avec b donne :

1b(y, 1 )| < W\/ q(r(y))

Or r(y) = f(») — f(0)— df(0)- y, donc la définition de la différentielle donne : r(y) :Oo(y). Ainsi
y—>

pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que si g(y) < «, alors /q(r(y)) <e+/q(y).
Il s’ensuit que : 2b(y, r(y)) < 2eq(y) < 2eK]|yl* en utilisant I'’équivalence des normes /g et || - ||.
On pose alors = C —2¢ > 0 (quitte a diminuer € et a en conséquence), et on a alors :

qa) =-lyl*+2b(y,r(y) <-Bqy)

. Supposons par 'absurde qu'il existe ¢ € R, tel que g(y(#)) > a. Comme cette inégalité n'est pas

vérifiée en t = 0, comme ¢ — g(y(t)) est continue, il existe #, > 0 tel que q(y(t)) = a. Mais alors
q(»)' () < —Pa <0 : au voisinage a gauche de 1, on a q(y(¢)) > 0, ce qui est absurde.
Ainsi: g()) <a=Vr=0, g(y(1) <a
On observe alors :
(e’ q) =e'(q)' +Bay) <0

donc en primitivant avec la condition initiale y(0) = x et en mutipliant par e A’ il vient
V=0, qy(t) <e Pl qx)

Ainsi y(¢) tend exponentiellement vers 0 comme la solution z du systeme linéarisé.
On énoncé le théoreme de Liapounov :

Soit le systeme différentiel :
y'=rw,

ol f: R" — R" est de classe €' et f(0) = 0. Si df(0) a toutes ses valeurs propres de parties
réelles strictement négatives, 1'origine est un point d’équilibre attractif du systeme diffé-
rentiel : pour tout x assez voisin de 0, 1a solution y(#) tend exponentiellement vers 0 lorsque
[ — +o0.

y(0)=x

Exercice 2.
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1
1. On sait que pour tout cheminy : [0,1] — R" reliantxa y,on a f(x) - f () :f (Vfy),y (1) dt.
0

Onprendy: t— tx+ (1- 1)y (le chemin le plus simple). Alors

1
f(x)—f(y):f0 (Vftx+(Q-1y),x—y)ydt
1
:fo Vftx+A-0y)-Vf@),x—yydt+Vf(y),x—y.
Mais, pour tout ¢ dans ]0, 1],

1
(Vfltx+AQ-0y) -V @), x-y) = ;(Vf(tx+ A=-0Dy) -V ), tx-y)

1
;(Vf(tx+(1—t)y)—Vf(y),tx+(l—t)y—y)

1 2
= ;allt(x—y) |

2
= tallx-yl°.

1
Donc f(x) - f(y) >f0 tallx— ylI* dt +(Vf(y), x - y), soit f(x) - f(y) = %le—yllz+ (VE(y),x—y)

2. Soient x et y dans R”, ¢ dans [0,1]. Alors on applique I'inégalité précédente entre tx+ (1 — 1)y
et x, puis entre tx+ (1 - 1)y et y. Ceci donne :

fxX) = fltx+Q0- t)y)+(Vf(tx+(1—t)y),x—(tx+(1—t)y))+%||x—(tx+(l— l‘)y)ll2
> fx+10-0Y+A-NVftx+1-0y),x—y)+ (1 - z‘)zgllx—yllz
fNzfax+A-Dy+Vfix+Q-0y),y—-(tx+1Q- t)y)>+%||y—(IX+(1— Hy)II*

> ftx+1-0y) —t(Vftx+1—-1y),x—y) + tzgllx—yllz.

Soit, en faisant tL; + (1 — £) L, on obtient 'inégalité désirée.

Déja, f(x) i +o00 par théoreme de comparaison.
X||—+o0

Si M = f(0), alors {x € R", | f(x) < M} est un compact (fermé car f est continue et borné car
f— +00).
Sur ce compact, f atteint son minimum, inférieur a M, et en-dehors, f est plus grande que M.
Lunicité du minimum vient du fait que si x et y sont deux points de minimum sur R”, alors
Vf(x) et Vf(y) sont nuls. Lellipticité assure alors que x = y.

(@

(b) Essayons d’exprimer x;.; —x* al’aide de x; — x* :

4.

X1 — X1 = g — x* = pV £ (xp) 112
= llxp — x* 1% = 2p¢xx — x*, VF(xp)) + 02 IV F i) |
< llxe — X*1* = 2apllxg — x* 12 + p* M || x — x* |1

< (1-2ap+M?p?)|x—x*|°.

. 2a . 5 9 .
Il suffit alors de prendre p < - Pour avoir 0 <1-2ap+ M"p- <1 et avoir convergence
géométrique.
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Exercice 3.

1. Soient f radiale et harmonique, ¢ telle que pour tous x et y, f(x,y) = ¢(x*> + y?). Comme pour
tout r e R*, ¢(1) = f(/1,0), @ est de classe €2 sur R%. En utilisant Af = 0, on obtient : Vr > 0,

" 1 /
@ (1) +;(p (r)=0.
On en déduit ¢ : r— Aln(r) + B, donc f : (x,y) — Aln(x? + y*) + B, avec (A, B) e R%.

Remarque : si f est aussi définie et continue en (0,0), alors f est constante, ce qui répond a la
formulation initiale de la question (énoncé modifié depuis la séance).

2. (a) Soit g: te R~ f(x+t,y0). Cette fonction admet un maximum sur un intervalle ouvert

62
en =0, donc g”(0) <0. Donc a—];(xo, ¥o) <0. Idem pour y.
X

(b) Déja, f, atteint bien son maximum sur D car continue sur un compact. Ensuite, sile maxi-
mum est atteint a I'intérieur, on a Af, <0. Or, Af, = Af + % > 0. Donc le maximum de f,
est atteint sur C.

Soit p dans N*, z,, = (x;, y») un point de C en lequel f, atteint son maximum M,. Comme
C est compact, on dispose d'une extraction ¢ telle que (z,(,)) converge. Par passage a la
limite grace a la continuité, on montre que sa limite est un point z* € C pour lequel f
atteint son maximum. Donc le maximum de f est bien atteint sur C.

Soient f et g harmoniques, telles que f = g sur un cercle C. On note D le disque délimité
par C. Alors f — g est harmonique et donc atteint son maximum sur D sur C, qui est nul,
donc f—g<0sur D. De méme, g— f <0,donc f=g.

Cela signifie qu'une application harmonique est entierement déterminée par sa valeur
au bord d’'un domaine : c’est ce que vous utilisez en physique pour résoudre 1'équation
de Poisson.
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