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Exercice 1 (*)

Soit E = C 1([ 0 ; 1 ] ,R). On pose

∀f ∈ E N(f) = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞
Montrer que N est une norme puis étudier l'équivalence de N et ∥ · ∥∞.

Exercice 2 (**)

Véri�er l'existence puis calculer
∫ 1

0

ln(1− t2)

t2
dt

Exercice 3 (***)

Soit A ∈ Mn(K) avec n ⩾ 2.

1. On suppose ∀i ∈ [[ 1 ; n ]] |ai,i| > Ri avec Ri =
∑

j∈[[ 1 ;n ]]∖{i}
|ai,j|

Montrer que A ∈ GLn(K).

2. Pour (a,R) ∈ C× R+, on note Df (a,R) = {z ∈ C | |z − a| ⩽ R}. Montrer

Sp (A) ⊂
n⋃

i=1

Df (ai,i,Ri)

Les ensembles Df (ai,i,Ri) sont appelés disques de Gerschgorin.

Exercice 4 (**)

Pour x réel, on pose F(x) =

∫ +∞

0

e−t2 cos(xt) dt

1. Montrer que F est de classe C 1 sur R.
2. Véri�er que F est solution d'une équation di�érentielle d'ordre 1.

3. En déduire une expression de F(x) pour x réel.

On admet l'égalité
∫ +∞

0

e−t2 dt =

√
π

2
(intégrale de Gauss).

Exercice 5 (**)

Soit E un K-ev de dimension �nie et u, v dans L (E), diagonalisables et tels que u ◦ v = v ◦ u.
Montrer qu'il existe une base de diagonalisation pour u et v.
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Exercice 6 (*)

Déterminer lim
n→+∞

∫ n

0

ln(t)

Å
1− t

n

ãn
dt

Exercice 7 (**)

Soit X un ensemble et E = B(X,R) l'ensemble des applications bornées de X dans R muni de
∥ · ∥∞. Soit L une forme linéaire sur E positive, c'est-à-dire

∀f ∈ E f ⩾ 0 =⇒ L(f) ⩾ 0

1. Montrer ∀(f, g) ∈ E2 f ⩽ g =⇒ L(f) ⩽ L(g)

2. En déduire que L est une application continue.

3. Montrer L ̸= 0 ⇐⇒ L(1) ̸= 0

4. Établir ∀(f, g) ∈ E2 L(fg)2 ⩽ L(f 2)L(g2)

Exercice 8 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul, B base orthonormée de E et (x1, . . . , xn) ∈ En.

1. Établir |detB(x1, . . . , xn)| ⩽
n∏

k=1

∥xk∥

2. Étudier le cas d'égalité.

Exercice 9 (***)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et X,Y indépendantes de loi uniforme sur P([[ 1 ; n ]]) avec
n entier non nul. Calculer E(Card X) puis E(Card X ∩ Y).

Exercice 10 (**)

Soit (un)n la suite réelle dé�nie par

®
un+1 =

√
2 + un

u0 > 2
.

Montrer que un −−−→
n→∞

ℓ avec ℓ un réel à préciser puis déterminer la nature de la série
∑

(un− ℓ).

Exercice 11 (****)

Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f : X → X telle que

∀(x, y) ∈ X2 ∥f(x)− f(y)∥ ⩾ ∥x− y∥
1. Soit a ∈ X. Montrer que a est valeur d'adhérence de (un)n dé�nie par u0 = a et un+1 =

f(un).

2. Montrer que f est une isométrie, i.e.

∀(x, y) ∈ X2 ∥f(x)− f(y)∥ = ∥x− y∥

3. Montrer que f est une bijection de X sur X.
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