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Problème I

1. On a ∀σ ∈ Sn Mσ = matC fσ

Puis ∀(j, k) ∈ [[ 1 ; n ]]2
n∑

i=1

δi,σ(j)δi,σ(k) = δσ(j),σ(k) = δj,k

ce qui prouve que les colonnes de Mσ forment une base orthonormée de Rn. Ainsi

Pour σ ∈ Sn, la matrice Mσ est orthogonale.

2. Soit (σ, γ) ∈ S2
n. On a

matCσ ◦ γ = (matCσ) (matC γ)

Ainsi ∀(σ, γ) ∈ S2
n MσMγ = Mσ◦γ

3. On note U la colonne de Mn,1(R) constituée de 1. Pour σ ∈ Sn, on trouve

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] (MσU)i =
n∑

j=1

δi,σ(j) = 1

Le vecteur u est donc vecteur propre de fσ pour la valeur propre 1 et comme on a fσ ∈ O(Rn)
puisque sa matrice dans la base C est orthogonale avec C base orthonormée de Rn, on conclut

Pour σ ∈ Sn, les sous-espaces Vect (u) et Vect (u)
⊥ sont stables par fσ.

4. On pose ε1 =
1√
n
u que l'on complète en B = (ε1, . . . , εn) base orthonormée de Rn et on pose

P = matC B. La matrice P est orthogonale en tant que matrice de passage entre deux bases
orthonormées de Rn. Par ailleurs, on a d'après le résultat de la question précédente

∀σ ∈ Sn Vect (ε1) = E1(fσ) fσ(Vect (ε1)
⊥) ⊂ Vect (ε1)

⊥

En�n pour σ ∈ Sn, l'endomorphisme gσ induit par l'isométrie fσ surVect (ε1)
⊥ = Vect (ε2, . . . , εn)

est une isométrie dont la matrice Aσ dans la base orthonormée (ε2, . . . , εn) de Vect (ε1) est or-
thogonale et on conclut donc

∃P ∈ On(R) | ∀σ ∈ Sn P⊤MσP =

Å
1 0
0 Aσ

ã
avec Aσ ∈ On−1(R)

5. On pose ∀σ ∈ Sn φ(σ) = P

Å
detAσ 0

0 Aσ

ã
P⊤

Soit (σ, γ) ∈ S2
n. Un produit par bloc donneÅ

1 0
0 AσAγ

ã
=

Å
1 0
0 Aσ

ãÅ
1 0
0 Aγ

ã
= P⊤MσPP

⊤MγP = P⊤Mσ◦γP =

Å
1 0
0 Aσ◦γ

ã
Par conséquent

1



φ(σ ◦ γ) = P

Å
det(AσAγ) 0

0 AσAγ

ã
P⊤

= P

Å
detAσ 0

0 Aσ

ã
P⊤P

Å
detAγ 0

0 Aγ

ã
P⊤ = φ(σ)φ(γ)

En�n, l'application Sn → On−1(R), σ → Aσ est injective et on conclut

On peut plonger Sn dans SOn(R).

Problème II

1. On a
∑

k∈[[ 1 ;n ]]

ωk =
∑
d|n

Å ∑
k∧n=d

ωk

ã
Or, pour k ∈ [[ 1 ; n ]] et d diviseur de n, on observe

k ∧ n = d ⇐⇒ ∃!ℓ ∈ [[ 1 ; n/d ]] | k = dℓ et ℓ ∧ (n/d) = 1

Ainsi
∑
d|n

Å ∑
k∧n=d

ωk

ã
=

∑
d|n

Ç ∑
ℓ∈[[ 1 ;n/d ]], ℓ∧(n/d)=1

e
2idℓπ
dn/d

å
=

∑
d|n

M
(n
d

)
En�n, l'application d 7→ n/d réalise une permutation sur l'ensemble des diviseurs de n (involu-
tive) et on conclut

n∑
k=1

ωk =
∑
d|n

M
(n
d

)
=

∑
d|n

M(d)

2. Soit n ⩾ 2 et d diviseur de n. Si d admet un facteur carré, alors µ(d) = 0. Sinon, d peut
s'écrire comme produit de k facteurs pris parmi les r facteurs premiers de n, ce qui signi�e donc(
r
k

)
choix possibles et ce pour k ∈ [[ 0 ; r ]]. Ainsi, on conclut∑

d|n
µ(d) =

r∑
k=0

(
r
k

)
(−1)k = (1− 1)r = 0

3. D'après le résultat de la première question, pour n entier non nul, on a∑
d|n

M(d) =
n∑

k=1

ωk =

®
1 si n = 1

0 sinon

On en déduit µ(1) = M(1) et pour n entier ⩾ 2

M(n) = −
∑

d|n, d<n

M(d) et µ(n) = −
∑

d|n, d<n

µ(d)

Par récurrence forte, on conclut M = µ

Problème III

1. D'après le petit théorème de Fermat, on a

2p ≡ 2 [p]

2. Soit k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]]. D'après la formule des chefs, on a

k
(
p
k

)
= p

(
p−1
k−1

)
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Comme p ∧ k = 1, d'après le lemme de Gauss, on obtient

∀k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]] p divise
(
p
k

)
Puis k!

(
p
k

)
= p(p− 1) . . . (p− k + 1)

d'où k!

(
p
k

)
p

≡ (p− 1) . . . (p− k + 1) [p] ≡ (−1) . . . (−(k − 1)) [p]

Ainsi ∀k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]] k!

(
p
k

)
p

≡ (−1)k−1(k − 1)! [p]

3. On a 2p − 2 =
p∑

k=0

(
p
k

)
− 2 =

p−1∑
k=1

(
p
k

)
d'où

2p − 2

p
=

p−1∑
k=1

(
p
k

)
p

D'après l'égalité établie à la question précédente, on obtient pour k ∈ [[ 1 ; n− 1 ]] en multipliant

de part et d'autre par k!
−1

(−1)k−1k̄−1 = bp,k avec bp,k =

(
p
k

)
p

On conclut
p−1∑
k=1

(−1)k−1k̄−1 = ap
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