ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025 20/03/2025

Corrigé du devoir en temps libre n°16

Probléme 1

1. On a ’vaesn Mazmat(w”fa‘

Puis v(]a k) € [[]-7 n]]2 ;6i,a(j)5i,a(k) - 5U(j),a(kz) = 04k

ce qui prouve que les colonnes de M, forment une base orthonormée de R™. Ainsi

’Pour o € S,, la matrice M, est orthogonale.‘

2. Soit (0,7) € S2. On a

matyo oy = (matyo) (matyy)

Ainsi V(o,v) € S2 MM, = Mo,

3. On note U la colonne de .#, 1(R) constituée de 1. Pour o € S,,, on trouve
V/L € Hl, n]] (MUU)Z = Z(Si,U(j) =1
j=1

Le vecteur u est donc vecteur propre de f, pour la valeur propre 1 et comme on a f, € O(R")
puisque sa matrice dans la base % est orthogonale avec € base orthonormée de R™, on conclut

Pour o € S, les sous-espaces Vect (u) et Vect (u)* sont stables par f,.

4. On pose e = —u que 'on compléte en Z = (g1, ...,&,) base orthonormée de R™ et on pose
n

P = matyZ. La matrice P est orthogonale en tant que matrice de passage entre deux bases
orthonormées de R"™. Par ailleurs, on a d’apreés le résultat de la question précédente

Vo €8S, Vect (e1) = Eq1(f,) fo(Vect (g1)*) C Vect (e1)*+

Enfin pour o € S,,, 'endomorphisme g, induit par I'isométrie f, sur Vect (g1)t = Vect (&3, .. .,&,)
est une isométrie dont la matrice A, dans la base orthonormée (e,...,&,) de Vect (¢;) est or-
thogonale et on conclut donc
. 1] 0
P ecO,(R) | Voes, P'M,P = 0TA avec A, € 0,-1(R)
5. On pose VoeS, ¢(o)=P ( detOA” AO ) PT

Soit (a,7) € S2. Un produit par bloc donne

I _10)(10)_T T o7 _(1 0>
<0 AGA7>_(OAO 0]A, =P Mo PP M, P =P Moo, P = 0 [ Agory

Par conséquent




B det(A,A.) | 0 ) T
QP(UO/V)_P< 0 ‘AUA')/ P
detA, | O detA, | O
—p (A ) e (D) PT = (oet)

Enfin, 'application S,, — O, _1(R), 0 — A, est injective et on conclut

On peut plonger S,, dans SO, (R).

Probléme 11

1.0mn a S wk:Z(Zw’“)

kell;n] dln “kAn=d
Or, pour k € [1; n] et d diviseur de n, on observe

knn=d < e[l;n/d] |k=dl et (A(n/d)=1

Ainsi Z<23M>_Z(HMW23 eﬁﬁ)_zM(a

dln “kAn=d dn I, eA(n/d)=1 dln

Enfin, 'application d — n/d réalise une permutation sur l’ensemble des diviseurs de n (involu-
tive) et on conclut

Sut = (%) = SM)

din din

2. Soit n > 2 et d diviseur de n. Si d admet un facteur carré, alors p(d) = 0. Sinon, d peut
s’écrire comme produit de k facteurs pris parmi les r facteurs premiers de n, ce qui signifie donc
(1) choix possibles et ce pour k € [0; r]. Ainsi, on conclut

Siuld) = 3 () (~1)* = (1 =1y =0

dln
3. D’apres le résultat de la premiére question, pour n entier non nul, on a

n 1 in=1
SMd) = k=4 2"
dln k=1 0 sinon

On en déduit (1) = M(1) et pour n entier > 2

M(n)=— > M(d) et upn)=- > pu(d)

dn, d<n dn, d<n

Par récurrence forte, on conclut M=yu

Probléme II1

1. D’aprés le petit théoréme de Fermat, on a

2 = 2 [p]

2. Soit k € [1; p—1]. D’aprés la formule des chefs, on a
k() =p(o)




Comme p A k =1, d’aprés le lemme de Gauss, on obtient

VEe[l;p—1] p divise (p)

Puis KE) =pp—1)...(p—k+1)
d'ot k!%)z@—l)...(p—km Pl = (-1)...(~(k— 1) [p
Ainsi Vkell;p—1] k!% = (—1)*1(k — 1)! [p]
3 On s r-2=3()-2=% )
doi -2 =)
p k=1 P

D’aprés I’égalité établie & la question précédente, on obtient pour k € [1; n— 1] en multipliant
de part et d’autre par k!

p
(- k=t =b,, avec b,y = Q
p—1 _
On conclut (=D =g,
=1




