ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille de révisions n°1

Exercice 1 (*)
Soit E = %'([0;1],R). On pose
vieE  N(f)=I[flls+ /1l

Montrer que N est une norme puis étudier 'équivalence de N et || - ||o-

Corrigé : L’application || - || étant une norme sur Z([0;1],R), il en découle sans difficulté
que N est une norme. On a clairement || - [|o < N mais || - || n’est pas plus fine que N. Pour n
entier, posant f,, : t — t", on trouve

N(fu) =1+n et |fallo=1
N{fn)

D’ou — +00

[[falloc moe

Ainsi Les normes N et|| - ||« ne sont pas équivalentes.

Exercice 2 (**)

1 2
In(1 —1¢
Vérifier 'existence puis calculer / % dt
0
1 1 t—-1
Corrigé : On choisit une primitive de t — — " qui s’annule en 1, & savoir t — 1 — = Les

—1
et ¢ — In(1 — ¢?) sont de classe €' sur ]0;1[. On a

t—1 —(—¢? t—1 1—t*)In(1 —¢?
( >ln(1—t2> S <_) In(1—1?) St 1€k 0
t t—=0 t  t=0 t—0 t tt+1) t—1

fonctions t —

t—1
en utilisant la limite uIn(u) — 0. Ainsi, le crochet { In(1 — tQ)} admet des limites finies
u—

en 0 et 1. Par théoréme, les intégrales

1 2 1

In(1—¢ t—1 —2¢
/Mdt et =t
> o b 1—1¢2

1 1
t—1 —2t 2
——dt—/—dt
o t 1—¢2 o 1+t

qui est clairement convergente puisque l'intégrale est faussement impropre en 0 et 1. Par consé-
quent, on a 'égalité

n(1 — ¢ —1 !
/Mdt: [t ln(l—tQ)} — /—dt
0 t2 t 0 1+t

11 1 — 2
On conclut / 1 —1) dt = —21In(2)
0 £

sont de méme nature. Or on a
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Exercice 3 (***)

Soit A € A, (K) avec n > 2.

1. On suppose Vi € [1;n] laiil > Ri avec Ri= > ayl
Jel1;n]~{i}

Montrer que A € GL, (K).
2. Pour (a,R) € C x R,, on note Ds(a,R) = {2 € C| |z —a| <R}. Montrer
Sp(A) | Dy(ais Re)
i=1

Les ensembles D¢ (a;;, R;) sont appelés disques de Gerschgorin.

Corrigé : 1. Une telle matrice est dite a diagonale dominante stricte. Supposons que A ¢
GL,(K), autrement dit on dispose de X € ., 1(K) \ {04, ,x } telle que AX = 0. On note

x
X = : avec les z; € K. Comme X # 04, (k), alors on dispose de ig € [1; n] tel que

Tn

|z;| = Max |x;] >0
i€[1;n]

Si ce maximum était nul, toutes les coordonnées de X seraient nulles ce qui contredirait I’hypo-
thése X non nulle. Par ailleurs, la ig-éme ligne de AX est nulle donc

n
UigjT5 = 0 = QigigTiy + Y. Qyy;05 =0
j=1

Jel1;n]~{io}
l‘.
J
Yo it

— |a’i0,i0’ = A
jell;n]~{io} ’:L‘Zt)l

la division par |z;,| étant possible puisque le nombre est non nul. Par inégalité triangulaire et
choix de |z;,| = Max |z;], il vient alors
ic[1;n]

x.
‘ai07i0| < Z |ai0,j’ _j
Jel1;n]~{io} io

< 2 eyl
jel1;n]fio}
<1

ce qui contredit ’hypothése de départ faite sur A. Ainsi
VX e 1K) AX=0 = X=0

d’otl A € GL,(K)

Remarque : Ce résultat est souvent référencé sous U'intitulé lemme d’Hadamard.

2. Soit A € Sp(A). Par suite A — A,, ¢ GL,(K) d’ou la négation du caractére a diagonale
dominante stricte, i.e.

Autrement dit Sp(A) C U Dy(a,, Ri)
i—1

On a localisé le spectre dans les disques dits de Gershgorin.
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Exercice 4 (**)

+00
Pour x réel, on pose F(x) = / e~ cos(xt) dt
0

1. Montrer que F est de classe € sur R.
2. Vérifier que F est solution d’une équation différentielle d’ordre 1.

3. En déduire une expression de F(z) pour z réel.

+00
On admet Pégalite / e dt = g (intégrale de Gauss).
0

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1 f(x,t) = e " cos(xt)
avec I =Ret J=[0;+00[. On vérifie :
1
e Pour z € X, on at— f(z,t) € Cpm(LLR,) avec f(z,t) = o (—> d’ou lintégrabilité de

t—+00 t2
t— f(x,t) sur L
ePourt el onax— f(z,t) € € (X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

af

V(z,t) e X x1 a—(x, t) = —tsin(xt)e "
x
of
e PourzeX,onat— a—(x,t) € Cm(LR).
x
e Domination : On a
0
V(z,t) € X x 1 a_f(x,t)’ <o(t) avec o(t) =te "
x
+00 ) e t2 +0o0 1
avec ¢ € 6,n(1,R,), intégrable sur I puisque / te " dt = [— 5 ] = —. Ainsi
0 0

F € ¢'(R,R)

2. Par dérivation sous l'intégrale, on trouve
+oo )
Ve e R Fl(z) = / —te " sin(xt) dt
0

—¢2
. . e
Soit z réel. Les fonctions t —

et ¢ — sin(xt) sont de classe €' sur I avec

—t? —t?

sin(xt) — 0 et sin(xt) —— 0
t—0 t—+00

Le crochet étant fini, il vient par intégration par parties (convergence des intégrales concernées)

e—t2 +00 T +00
F'(z) = [ 5 sin(xt)] ——/ e~ cos(xt) dt
0

2
N 0 >
-0
Do VieR  F(z)+ gF(x) =0
o _22 e
3. On en déduit que F € Vect (z — e~ 1) et sachant F(0) = ~——, on conclut

2

Vr e R F(:L’) = \/T%e_zj




Exercice 5 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et u,v dans .Z(E), diagonalisables et tels que uwov = v o .
Montrer qu’il existe une base de diagonalisation pour u et v.

Corrigé : Ona E= @ E,(u). Pour A € Sp (u), comme u et v commutent, alors E,(u) est
AESP (u)
stable par v. Notons vy 'endomorphisme induit par v sur Ey(u). On a v, diagonalisable car
induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace stable. Ainsi, on peut trouver
A, une base de E,(u) qui soit base de diagonalisation de vy. Mais cette base est également
constituée de vecteurs propres de u (associés a ). Ainsi, en concaténant & = |4 %, on
AESD (u)

obtient une base de diagonalisation simultanée de u et v et on conclut

’Il existe une base de diagonalisation pour u et v.

Exercice 6 (*)

n

t n
Déterminer lim In(t) (1 - —) dt

n—+0oo 0 n
Corrigé : On pose

Y(n,t) € N* x| 05400[  fult) = In(t) (1 - %)n]l[om(t)

On a Vi >0 fn(t) —— In(t)e ™"

n—oo

et avec 'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour u < 1

V(n,t) € N* x]0;+00] Ifn(®)] < p(t) avec o(t) = |In(t)]e™"
la majoration étant toujours valide pour ¢t > n. La dominante ¢ est continue par morceaux sur
1 N L ,
]0;+00[ avec p(t) =, 0 <%> et o(t) i O <t_2> d’ott son intégrabilité sur ] 0;+o00[. Par

convergence dominée, on conclut

/On In(t) (1 — £>n dt —— - In(t)e " dt

n n—00 0

Exercice 7 (**)

Soit X un ensemble et E = #(X,R) 'ensemble des applications bornées de X dans R muni de
| - |loo- Soit L une forme linéaire sur E positive, ¢’est-a-dire

VfecE f20 = L(f)=0

1. Montrer V(f,g) € E? f<g = L(f) <L(g)

2. En déduire que L est une application continue.

3. Montrer L#0 < L(1)#0

4. Etablir Y(f,g) € E? L(f9)? < L(f?)L(g?)



Corrigé : 1. Soit (f,g) € E? avec f < g. On a g — f > 0 et par positivité de L, il vient
Lig) —L{(f) =Lg—-f) =0

Ainsi V(f,9)€eE® f<g == L(f)<L(g)

2. Soit f € E. On a —[[flloe < f <N fllo

Dot £ leL(1) = L(= [ flle) < L(f) < Ll flloo) = Il fllocL(1)
Ainsi VieE LN < IfllL(1)

d’otl le caractére lipschitzien en zéro et donc la continuité de f.

3. Le sens indirect est immeédiat et le sens direct vient par contraposition avec l'inégalité précé-
dente. Ainsi

L#0 < L(1)#0

4. Soit (f,g) € E% On pose
VEER  o(t) =L((tf +g)%) = °L(f*) + 2tL(fg) + L(¢?)

On a (tf+g)? > 0 pour tout t réel d’ot la positivité de ¢ d’aprés la positivité de L. Si L(f?) > 0,
la fonction ¢ est un trindome & valeurs positives dont le discriminant ne peut étre strictement
positif. Ainsi, on a

L(f9)* < L(f*)L(¢*)
Si L(f?) = 0, la fonction t — ¢(t) = 2tL(fg) + L(g?) est affine de signe constant positif ce qui
n’est possible que si L(fg) = 0 et I'inégalité est donc encore vraie. Finalement
V(f,9) €E*  L(f9)* <L(f*)L(¢*)

Remarque : Il s’agit exactement de la preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz ce qui était
totalement prévisible puisque I'application (f,g) — L(fg) est une forme bilinéaire symétrique
positive sur E.

Exercice 8 (**)

Soit E euclidien de dimension n entier non nul, % base orthonormée de E et (z,...,x,) € E".
. n
1. Etablir |detg(z1, ..., x| < [T l|zkll
k=1

2. Etudier le cas d’égalité.

Corrigé : 1. Si (z1,...,2,) est lite, I'inégalité est vraie. Supposons (z1,...,x,) libre et soit
Z = (v1,...,v,) la base orthonormée obtenue par I’algorithme de Gram-Schmidt appliqué a
(x1,...,2,). On note P = mat4.%. On a

matyg(xy,...,T,) = maty? X matg(r,...,x,)

La matrice P est matrice de passage entre deux bases orthonormées de E d’on P € O(n). Par
suite

detg(z1,...,x,) = det(P)det o (x1,...,2,) = £dety(zy,...,2,)



et mat g (y,...,T,) = ((acj,v,‘>)(i7j)€[[1;n]]2

Or, on a VEe[l;n] Vect (z1, ..., xx) = Vect (v1, ..., vx)
d’otl Vi > (xj,v;) =0
en le voyant soit par orthogonalité, soit parce que z; est combinaison linéaire de (vy, ..., v;) d’ou
la nullité des coefficients en v; pour ¢ > j. Ainsi
(x1,v1) .. .. {xn,v1)
maty(xy,...,T,) = 0
0 e 00 (xn,vp)
- . n
Ainsi |detg(z1, ..., 20)| = [ [{@k, vi)]
k=1
n
et VEe[1sn] ol = /32 (zn,vi)* 2 [(zr, ve)|
i=1
n
Finalement |detg(zq, ..., x0)| < T |2kl
k=1

Remarque : 1l s’agit de linégalité d’Hadamard.

2. Supposons (x1,...,2,) lite. L'inégalité est une égalité si et seulement si un des x; est nul.
Supposons ensuite (z1, ..., x,) libre. L’inégalité est une égalité si et seulement
. 2 2
VEe[Llin] ol = 32 (o vi)” = (@, vp)
i=1
c’est-a-dire VEe[l;n] xy, € Vect (vg)
autrement dit (x1,...,x,) famille orthogonale
On conclut
L’inégalité est une égalité si et seulement si (z1,...,x,) orthogonale ou 'un des x; est nul.

Exercice 9 (***)

Soit (€2, 47, P) un espace probabilisé et X, Y indépendantes de loi uniforme sur P([1; n]) avec
n entier non nul. Calculer E(Card X) puis E(Card X NY).

Corrigé : Les variables aléatoires X et Y sont finies donc Card X et Card Y également et
admettent donc une espérance. On a clairement (Card X)(2) = (Card XN Y)(2) C [0;n]

n
et Card P([1;n]) = > (Z) = 2" puisque choisir une partie équivaut a choisir une partie a k

éléments pour k € [[O;_n]] et il y a (Z) maniéres de choisir une partie a k éléments. Puis, on
trouve
E(Card X) = Y kP(Card X = k)

k=0



et comme la variable X suit la loi uniforme
Card {AC[1;n]| Card A=k} 1

Vke[0;n] PCad X=k)= o :2_n(")

autrement dit Card X ~ %(n,1/2). On obtient

E(Card X) = =
Ensuite, il vient E(Card XNY) = Y kP(Card XNY = k)
k=0

et comme les variables X et Y sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur P([1; n]), alors
le couple (X,Y) suit la loi uniforme sur P([1; n])? et on a

Card {A,BC[1;n]| Card ANB =k}

22n

Reste donc évaluer ce numérateur qu’on note N. Compter les parties A, B dont I'intersection est
de cardinal égal & k équivaut a choisir d’abord cette intersection avec (Z) choix possibles puis
choisir les éléments de A hors de A N B soit choisir £ € [0; n — k] éléments avec (”;k) choix
possibles et choisir les éléments de B qui ne sont pas dans A N B soit choisir p € [0; n— (k+¢)]

Vke[0;n] PCard XNY =k)=

éléments avec ("7(;;“)) choix possibles. Ainsi, on trouve
—kn=(k+0) n\ (n—k\ (n—(k+¢) n nk —(k+¢6) (n—k
N = ZU pzo (k)(e)( p ):(k)Z:ZOQn (z)

On remarque la somme restante est un bindéme de Newton développé d’ou
n n—k n—k(n
N:(k) (1+2) =3 k(k)

et donc Vke[0;n] P(CadXNY=k)= (%) (1)k<2)nk

c’est-a-dire Card XN'Y ~ % (n,1/4) et on conclut

E(Card XNY) = —

Exercice 10 (**)

Un41 = \/2+un

Soit (uy,), la suite réelle définie par {
Ug > 2

Montrer que u, —— ¢ avec ¢ un réel a préciser puis déterminer la nature de la série > (u,, — /).
n—o0

Corrigé : On pose f(z) = /2 + x pour x

> 2. La fonction f croit et on a
Vo > 2 fle)<z <<= 24+2<2? <= (-2)(z+1) 20 < z>2

Une récurrence immédiate donne (u,), minorée strictement par 2 et on a (u,), monotone et
donc décroissante et par limite monotone, (u,,), converge. La limite £ est point fixe de la fonction
f continue sur [2;+00[ et f(z) =2 < x=2don

Uy — 2

n—oo

La série Y (u, — 2) est a termes strictement positifs d’aprés étude précédente. La fonction f
étant dérivable en 2, il vient



Un+1—2:f(un)_f(2> _1
Uy — 2 Uy — 2 n—o0 4

D’aprés le critére de d’Alembert, on conclut

La série Y (u, — 2) converge.

Variante : L’approche la plus efficace consiste & observer que la fonction f est contractante. On
a f dérivable sur [2;+o00 [ avec

1 1
Ve > 2 ") = ———= < =
x F'@) =543 1

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, il vient

Yoy € (2500 (@)~ f)l < g lr 3]

o WneN  |un—2| < ;1 y — 2|
Une récurrence immédiate donne
Vn e N |un—2|<4in|u0—2|
On obtient simultanément la convergence de la suite (u,), et de la série > (u,, — 2).
Remarque : On pose Vn e N vy = 4" (u, — 2)

D’aprés le théoréme de Taylor-Young, la fonction f étant de classe €2 sur [2;+00 [, on a pour n
entier

i = 2= ) = £2) = F Q) —2) + 112

In (””“) —In (4M> —In {4 <f’(2) 2 ) b o — 2))}

Up — 2 2
= In (1 +2f"(2)(un — 2) + o(un — 2)) = 2/"(2)(un — 2) + 0(un — 2)

(un = 2)* + o((un — 2)%)

puis

Un+1

) et par
n
conséquent la convergence de la suite (Inw,), et donc celle de la suite (v,), vers une constante

C > 0, autrement dit

Comme la série ) (u, —2) converge, on en déduit la convergence de la série ) In (

C
U, —2 ~ — avec C>0
n—+oo 4™

Déterminer la constante C semble une toute autre affaire ...

Exercice 11 (***%)
Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f: X — X telle que
V(z,y) e X*  |If(=) = fWl = = -yl

1. Soit a € X. Montrer que a est valeur d’adhérence de (u,,), définie par ugp = a et v,y =
f(un).

2. Montrer que f est une isométrie, i.e.

Viz,y) e X2 |If(@) = fW)l = llz -yl
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3. Montrer que f est une bijection de X sur X.
Corrigé : 1. Par récurrence immédiate, on a

VEEN  V(zy) eX® -yl <) - O

d’ot V(k,n) € N2 lun — uoll < I1f*(un) = fE(uo)ll = l[tnrr — url

La suite (uy), est & valeurs dans X compact donc il existe ¢ une extractrice telle que (uw(n))n
converge dans X. On définit ¢ sur N par ¢(0) = ¢(0) puis

VneN  ¢(n+1)=min{p(k), k> 2¢(n)}
D’apreés le résultat préliminaire, pour n entier
[t 1) —pim) — Uoll < [ttty — Uyl

Il s’ensuit Uap(nt1)—tp(n) — 7 Q

n—o0

Enfin, par construction, on a ¥(n + 1) > 2¢(n) pour n entier d’ou

v(n+2) =d(n+1) = (P(n+1) —(n) > () <0

ce qui prouve la stricte croissance de ()(n + 1) —1(n)), qui est donc une extractrice. Ainsi

La valeur a est valeur d’adhérence de (uy,),.

Remarque : L’extractrice ¢(- + 1) — ¢ est complétement déterminée par le choix de ¢.

2. Soit (a,b) € X% On construit (u,), et (v,), comme précédemment. L’espace X? est compact
comme produit d’espaces compacts. Ainsi, la suite (u,,v,), admet une valeur d’adhérence et
avec le méme procédé que celui vu précédemment, on construit une extractrice y telle que

Uy(n) — @ et Vyp) — b

n—oo n—o0

Par ailleurs, comme x(n) > 1 pour tout entier n > 1, il vient

V=1 [[f(a) = fFOI < 1) = OS] = lligm — vl

) -
Faisant tendre n — +oo, on obtient || f(a) — f(b)|| < ||la — b|| et lautre inégalité est vraie par
hypothése. Ainsi, on conclut que

’L’application f est une isométrie. ‘

3. Comme [ est une isométrie, elle est injective et continue. Comme X est compact, 'ensemble
f(X) est compact. D’aprés le résultat de la premiére question, on a X C f(X) et comme f(X)
est compact donc fermé, il s’ensuit que X C f(X) = f(X). L’autre inclusion étant vraie par
hypothése, on a f(X) = X et on conclut

’L’application f est une bijection de X sur X.‘




