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Exercice 1 (*)

Déterminer l'espace tangent à On(R) en In.

Exercice 2 (**)

Soit A matrice compagne de (un)n ∈ KN suite récurrente linéaire d'ordre p ⩾ 2. Résoudre
AX = λX avec X⊤ =

(
x0 . . . xp−1

)
non nulle. En déduire la forme des sous-espaces propres de

A et une condition nécessaire et su�sante de diagonalisabilité de A.

Exercice 3 (***)

Pour x > −1, on pose F(x) =

∫ 1

0

t− 1

ln t
tx dt

1. Montrer que F est de classe C 1 sur ]−1 ; +∞ [.

2. En déduire une expression de F(x) pour x > −1.

Exercice 4 (****)

Soit (a, b) ∈ C2. Déterminer les éléments propres de A =



a b 0 . . . 0

b a
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . a b
0 . . . 0 b a

.

Exercice 5 (**)

Soit
∑

anz
n série entière de rayon de convergence R > 0 et f sa somme.

1. Montrer ∀r ∈ [ 0 ; R [
+∞∑
n=0

|an|2 r2n =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(re iθ)
∣∣2 dθ

2. Que peut-on dire de f si |f | admet un maximum local en zéro ?

Exercice 6 (**)

Soit A ∈ Mn(K) et X0 ∈ Mn,1(K). Montrer le théorème de Cauchy linéaire pour le problème de
Cauchy ®

X′ = AX

X(0) = X0

1



Exercice 7 (**)

1. Soit A ∈ Mp(K) diagonalisable. Déterminer la forme des solutions de l'équation X′ = AX.

2. Soient a0, . . ., ap−1 des scalaires et A la matrice compagne associée à l'équation di�éren-
tielle scalaire linéaire d'ordre p

x(p) + ap−1x
(p−1) + . . .+ a0x = 0 (H)

Établir que la matrice A est diagonalisable si et seulement si elle admet p valeurs propres
distinctes.

Exercice 8 (***)

Soit (Xn)n⩾1 suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique G (p) avec p ∈ ] 0 ; 1 [.
On note Mn = Max (X1, . . . ,Xn). Déterminer un équivalent simple de E(Mn) lorsque n → +∞.

Exercice 9 (**)

Soit E = Mn(R) et f : M ∈ E 7→ det(M).

1. Montrer que f est di�érentiable et préciser sa di�érentielle.

2. Soient X1, . . . ,Xn des solutions respectives des problèmes de Cauchy

∀i ∈ [[ 1 ; n ]]

®
X′ = A(t)X

X(0) = xi

avec A ∈ C 0(R,E) et (x1, . . . , xn) ∈ Mn,1(R)n. On pose

∀t ∈ R W(t) = det(X1(t)| . . . |Xn(t))

(a) Montrer que W est solution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 1.
(b) En déduire une expression intégrale de W(t) pour t réel.
(c) Si la fonction A est constante, déterminer une expression simple de det e tA pour t réel.

Exercice 10 (***)

1. Montrer que On(R) est un sous-groupe compact de GLn(R).
2. Soit A ∈ S ++

n (R). Montrer qu'il existe S ∈ S ++
n (R) telle que A = S2.

3. Pour A ∈ GLn(R), montrer qu'il existe O ∈ On(R) et S ∈ S ++
n (R) telles que A = OS.

4. Montrer que si G est un sous-groupe compact de GLn(R) contenant On(R), alors G =
On(R).

Exercice 11 (***)

Soit (an)n une suite de réels deux à deux distincts. On pose

∀x ∈ R F(x) =
+∞∑
n=0

|x− an|
2n (1 + |an|)

1. Justi�er que la fonction F est bien dé�nie et continue sur R.
2. Montrer que F n'est dérivable en aucun point an avec n entier.
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