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Exercice 1 (***)

Véri�er l'existence puis calculer

∀n ⩾ 2

∫ +∞

0

dt

(t+ 1)(t+ 2) . . . (t+ n)

Exercice 2 (**)

Soit E euclidien et F, G des sev de E.

1. Déterminer (F + G)⊥.

2. En déduire (F ∩G)⊥.

3. On suppose F⊥⊥G⊥. Montrer

pF + pG − pF∩G = id et pF ◦ pG = pG ◦ pF = pF∩G

Exercice 3 (***)

On pose ∀x ⩾ 0 f(x) =
+∞∑
n=2

xe−nx

n lnn

1. Justi�er que f est continue sur [ 0 ; +∞ [ et de classe C 1 sur ] 0 ; +∞ [.

2. La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

3. Déterminer un équivalent simple de f(x) pour x → +∞.

Exercice 4 (***)

Soit (G,×) une groupe �ni non commutatif et (Ω,A ,P) un espace probabilisé avec X, Y deux
variables aléatoires indépendantes de même loi UG. On dé�nit le centre de (G,×) noté Z(G) par

Z(G) = {x ∈ G | ∀g ∈ G xg = gx}

et pour x ∈ G, on dé�nit son centralisateur Cx par

Cx = {g ∈ G | gx = xg}

1. Soit x ∈ G. Montrer que Z(G) et Cx sont des sous-groupes de (G,×) avec x ∈ Cx et
Z(G) ⊂ Cx.

2. Établir

P(XY = YX) =
1

|G|2

Ç
|G| |Z(G)|+

∑
x∈G∖Z(G)

|Cx|
å

3. En déduire P(XY = YX) ⩽
5

8

1



Exercice 5 (***)

Soit E = Mn(C) muni d'une norme ∥ · ∥. On dé�nit le rayon spectral d'une matrice noté ρ par

∀A ∈ E ρ(A) = Max
λ∈Sp (A)

|λ|

1. Montrer Ak −−−→
k→∞

0 ⇐⇒ ρ(A) < 1

et ρ(A) > 1 =⇒ ∥Ak∥ −−−→
k→∞

+∞

On pourra considérer la norme ∥ · ∥1 pour certaines étapes de calcul.

2. Établir lim
k→+∞

∥Ak∥1/k = ρ(A)

Exercice 6 (***)

Soit (Ω,A ,P) espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle discrète et (Xn)n⩾1 une suite

de variables aléatoires indépendantes de même loi que X. On note Sn =
n∑

i=1

Xi pour n entier. On

suppose qu'il existe τ > 0 tel que e τ |X| est d'espérance �nie. On note X(Ω) = {xn, n ∈ N}.

1. Montrer que φ : t 7→ E(e tX) est dé�nie sur I un intervalle contenant [−τ ; τ ].

2. Établir que φ est de classe C ∞ sur ]−τ ; τ [.

3. Montrer

∀(n, t) ∈ N∗ × I ∩ R+ P(Sn ⩾ na) ⩽ exp (nχ(t)) avec χ(t) = lnφ(t)− ta

On suppose désormais a > E(X) et P(X ⩾ a) > 0.

4. Justi�er que χ est minorée sur I ∩ R+.
On note ηa = Inf

t∈I∩R+

χ(t).

5. Préciser un équivalent de χ(t) lorsque t → 0. En déduire ηa < 0.

6. Conclure qu'il existe r ∈ [ 0 ; 1 [ tel que

∀n ∈ N∗ P(Sn ⩾ na) ⩽ rn

Exercice 7 (****)

Soit E un K-ev de dimension �nie et f ∈ L (E). On note

∀k ∈ N Nk = Ker fk Ik = Im fk dk = dimNk+1 − dimNk

1. Montrer que les suites (Ik)k et (Nk)k sont respectivement décroissante et croissante et
qu'elles sont simultanément stationnaires.

2. On note r le rang à partir duquel les suites stationnent. Montrer E = Ir ⊕ Nr.

3. En déduire que toute matrice de Mn(K) est semblable à une matrice de la forme
Å

C 0
0 N

ã
où C une matrice carrée inversible et N est une matrice carré nilpotente.

4. Montrer la décroissance de (dk)k.
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