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Exercice 1 (*)

Soit u ∈ L (E) avec E euclidien. Montrer

u ∈ S (E) ∩ O(E) ⇐⇒ u symétrie orthogonale

Corrigé : Soit x ∈ E. Si u ∈ S (E) ∩ O(E), on a

u = u∗ et u∗ = u−1

d'où u2 = id et u isométrie. C'est donc une symétrique orthogonale. Réciproquement , si u est
une symétrie orthogonale, alors c'est une isométrie et comme u2 = id , alors u−1 = u et u−1 = u∗

car u ∈ O(E) d'où u ∈ S (E). On conclut

u ∈ S (E) ∩ O(E) ⇐⇒ u symétrie orthogonale

Variantes : (1) Si on ne pense pas à utiliser l'adjoint, on peut procéder ainsi : pour u ∈
S (E) ∩ O(E), on a

∥u2(x)− x∥2 = ∥u2(x)∥2 − 2 ⟨u2(x), x⟩+ ∥x∥ = 2∥x∥2 − 2 ⟨u(x), u(x)⟩ = 0

d'où u2 = id et u isométrie donc c'est une symétrique orthogonale. Réciproquement , si u est
une symétrie orthogonale, alors c'est une isométrie et pour (x, y) ∈ E2

⟨u(x), y⟩ =︸︷︷︸
u∈O(E)

⟨u2(x), u(y)⟩ = ⟨x, u(y)⟩

(2) Pour le sens direct, soit B une base orthonormée de E. On a A = matBu ∈ Sn(R)∩On(R).
D'après le théorème spectral, la matrice A est ortho-diagonalisable et comme elle est orthogonale,
son spectre est inclus dans {−1, 1}. Il s'agit donc d'une matrice de symétrie qui est une isométrie
d'où le résultat. Réciproguement, on considère une base B orthonormée adaptée à la symétrie s.
On a matBs = diag(Is,−Ir) matrice symétrique réelle et clairement orthogonale d'où le résultat.

Exercice 2 (***)

1. Justi�er l'existence de I =

∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt

2. Montrer que
∫ 2ε

ε

e−t

t
dt −−→

ε→0
I puis en déduire la valeur de I.

Corrigé : 1. On pose f(t) =
t− 1

ln(t)
pour t ∈ ] 0 ; 1 [. On a f ∈ Cpm(] 0 ; 1 [ ,R) puis

f(t) −−→
t→0

0 et
t− 1

ln(t)
∼
t→1

t− 1

t− 1
−−→
t→1

1

Ainsi, la fonction f est prolongeable par continuité en 0 et 1 et par conséquent

L'intégrale
∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt converge.
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2. Avec le changement de variables u = − ln(t), les intégrales étant de même nature donc
convergentes et par conséquent égales, on obtient∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt =

∫ +∞

0

e−u − e−2u

u
du

Soit x > 0. En remarquant
e−u

u
=

u→+∞
o
Å
1

u2

ã
et

e−2u

u
=

u→+∞
o
Å
1

u2

ã
, on a par linéarité de

l'intégrale car convergence∫ +∞

x

e−u − e−2u

u
du =

∫ +∞

x

e−u

u
du−

∫ +∞

x

e−2u

u
du

Avec le changement de variables v = 2u dans la deuxième intégrale puis la relation de Chasles,
on obtient ∫ +∞

x

e−u − e−2u

u
du =

∫ +∞

x

e−u

u
du−

∫ +∞

2x

e−v

v
dv =

∫ 2x

x

e−u

u
du

Par décroissance de u 7→ e−u, on obtient

e−2x

∫ 2x

x

du

u
⩽

∫ 2x

x

e−u

u
du ⩽ e−x

∫ 2x

x

du

u

Par encadrement, on conclut
∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt = ln(2)

Exercice 3 (***)

Soit E un K-ev de dimension �nie égale à n et f ∈ L (E). Pour A ⊂ L (E), on note

C(A) = {u ∈ L (E) : ∀v ∈ A u ◦ v = v ◦ u}

L'objectif de l'exercice est d'étudier le bicommutant B(f) = C(C({f})).

1. Montrer que B(f) est une K-algèbre contenant K[f ].

2. Soient A, B incluses dans L (E). Montrer

A ⊂ B =⇒ C(B) ⊂ C(A)

3. On suppose f cyclique, c'est-à-dire il existe x0 ∈ E tel que (x0, f(x0), . . . , f
n−1(x0)) est

une base de E.

(a) Établir C({f}) = K[f ]

(b) En déduire B(f) = K[f ]

Corrigé : 1. On a clairement id ∈ B(f). Soient (λ, u, v) ∈ K× B(f)2 et soit w ∈ C({f}). On a

u ◦ w = w ◦ u et v ◦ w = w ◦ v

d'où (λu+ v) ◦ w = w ◦ (λu+ v)

et (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w) = u ◦ (w ◦ v) = (u ◦ w) ◦ v = (w ◦ u) ◦ v = w ◦ (u ◦ v)

ce qui prouve que B(f) est sous-algèbre de L (E). Pour u ∈ B(f), on a u ◦ f = f ◦ u puisque
f ∈ C({f}) d'où f ∈ B(f). Du fait de la structure d'algèbre de B(f), on véri�e par récurrence
fk ∈ B(f) pour k entier puis P(f) ∈ B(f) pour P ∈ K[X]. On conclut
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Le bicommutant B(f) est une K-algèbre contenant K[f ].

2. Étant donnés A, B inclus dans L (E), on véri�e sans di�culté

A ⊂ B =⇒ C(B) ⊂ C(A)

3.(a) Soit u ∈ C({f}). On note u(x0) =
n−1∑
k=0

akf
k(x0) avec les ak coordonnées de u(x0) dans la

base B = (x0, . . . , f
n−1(x0)). Pour i ∈ [[ 0 ; n− 1 ]], on a f i ∈ B(f) d'où

u(f i(x0)) = (u ◦ f i)(x0) = (f i ◦ u)(x0) = f i

Å
n−1∑
k=0

akf
k(x0)

ã
=

n−1∑
k=0

akf
k+i(x0) =

n−1∑
k=0

akf
k(f i(x0))

ce qui prouve que u et
n−1∑
k=0

akf
k coïncident sur B et sont donc égaux. Ceci prouve C({f}) ⊂ K[f ]

et l'autre inclusion est immédiate d'où

C({f}) = K[f ]

3.(b) Comme on {f} ⊂ K[f ], il en résulte

B(f) = C(K[f ]) ⊂ C({f}) = K[f ]

L'autre inclusion ayant été établie à la question précédente, on conclut

B(f) = K[f ]

Exercice 4 (***)

On pose S(x) =
+∞∑
n=1

xn

1− xn

1. Étudier la dé�nition, la continuité et dérivabilité de S.

2. Déterminer un équivalent de S(x) lorsque x → 1−.

Corrigé : 1. On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × R un(x) =
xn

1− xn

Les fonctions un sont dé�nies au plus sur R∖ {−1, 1}. Pour |x| > 1, on a

xn

1− xn
∼

n→+∞

xn

−xn
−−−→
n→∞

−1

et pour |x| < 1

∣∣∣∣ xn

1− xn

∣∣∣∣ ∼
n→+∞

|x|n

d'où la convergence absolue de la série. On en déduit

La fonction S est bien dé�nie sur ]−1 ; 1 [.

Soit a ∈ [ 0 ; 1 [. On a

∀(n, x) ∈ N∗ × [−a ; a ]

∣∣∣∣ xn

1− xn

∣∣∣∣ ⩽ |x|n

1− |x|
⩽

an

1− a

On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues
∑
n⩾1

un

et par conséquent

S ∈ C (]−1 ; 1 [ ,R)
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La série
∑
n⩾1

un est une série de fonctions de classe C 1. Par dérivation, on trouve

∀(n, x) ∈ N∗ × ]−1 ; 1 [ u′
n(x) =

nxn−1

(1− xn)2

Soit a ∈ [ 0 ; 1 [. Il vient

∀(n, x) ∈ N∗ × [−a ; a ] |u′
n(x)| ⩽

nan−1

(1− a)2
=

n→+∞
o
Å

1

n2

ã
Ainsi, la série

∑
n⩾1

un de fonctions de classe C 1 converge simplement, la série
∑
n⩾1

u′
n converge

normalement donc uniformément sur tout segment de ]−1 ; 1 [ et par théorème, on conclut

S ∈ C 1(]−1 ; 1 [ ,R)

2. Soit x ∈ ] 0 ; 1 [. La fonction t 7→ xt

1− xt
est continue par morceaux sur [ 1 ; +∞ [, décroissante,

positive. L'intégrale
∫ +∞

1

xt

1− xt
dt est de même nature que la série

∑
n⩾1

xn

1− xn
donc convergente.

Par comparaison série/intégrale, il vient∫ +∞

1

xt

1− xt
dt ⩽ S(x) =

x

1− x
+

+∞∑
n=2

un(x) ⩽
x

1− x
+

∫ +∞

1

xt

1− xt
dt

avec
∫ +∞

1

xt

1− xt
dt =

ï
ln(1− xt)

ln(x)

ò+∞
1

=
ln(1− x)

ln(x)

d'où
ln(1− x)

ln(x)
⩽ S(x) ⩽

x

1− x
+

ln(1− x)

ln(x)

En�n, on constate
x

x− 1
=

x→1−
o
Å
ln(1− x)

ln(x)

ã
D'où S(x) ∼

x→1−

ln(1− x)

x− 1

Variantes : (a) Si on reconnaît pas de dérivée dans l'expression
xt

1− xt
avec t ⩾ 1, on peut

utiliser le changement de variables u = xt. Les intégrales
∫ +∞

1

xt

1− xt
dt et

1

ln(x)

∫ x

0

du

1− u
sont

de même nature donc convergentes et par conséquent égales avec∫ +∞

1

xt

1− xt
dt =

1

ln(x)

∫ x

0

du

1− u
=

ln(1− x)

ln(x)

(b) Pour la convergence et la valeur de
∫ +∞

1

xt

1− xt
dt avec x ∈ ] 0 ; 1 [, on peut remarquer∫ +∞

1

xt

1− xt
dt =

∫ +∞

1

xt
+∞∑
n=0

xnt dt

Or, la série
∑∫ +∞

0

x(n+1)t dt =
∑ xn+1

(n+ 1) ln(x)
converge et par intégration terme à terme, on

obtient ∫ +∞

1

xt

1− xt
dt =

+∞∑
n=0

∫ +∞

0

x(n+1)t dt =
+∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1) ln(x)
= − ln(1− x)

ln(x)
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Exercice 5 (**)

Soit a vecteur unitaire d'un espace euclidien E, α un réel et fα dé�nie par

∀x ∈ E fα(x) = x+ α⟨x, a⟩a

1. Justi�er que fα ∈ L (E).

2. Montrer que fα ∈ GL(E) ⇐⇒ α ̸= −1. Décrire f−1.

3. Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur α pour avoir fα ∈ O(E). Quand la
condition est réalisée, décrire fα.

Corrigé : 1. L'application fα est clairement à valeurs dans E, linéaire par linéarité du produit
scalaire en la première variable. Ainsi

fα ∈ L (E)

2. On complète la famille (a) en B base orthonormée de E. Par suite, on a matBfα = diag(1 +
α, 1, . . . , 1). On en déduit det fα = 1 + α et

∀x ∈ E f−1(x) = x− ⟨x, a⟩a = (id −pVect (a))(x) = pVect (a)⊥(x)

Ainsi fα ∈ GL(E) ⇐⇒ α ̸= −1 et f−1 = pVect (a)⊥

3. On a fα ∈ O(E) ⇐⇒ matBfα ∈ O(n)

et clairement matBfα ∈ O(n) ⇐⇒ (1 + α)2 = 1 ⇐⇒ α ∈ {0,−2}

On conclut fα ∈ O(E) ⇐⇒ α ∈ {0,−2} et f0 = id , f−2 = sVect (a)⊥

Exercice 6 (**)

Déterminer le rayon puis la somme de
∑ 1

n+ 1

(
2n
n

)
xn.

Corrigé : On pose ∀n ∈ N Cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)
Pour n entier, on a

Cn+1

Cn

=
n+ 1

n+ 2

(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)2
−−−→
n→∞

4

On en déduit que le rayon de convergence de
∑

Cnz
n est

1

4
d'après l'utilisation du critère de

d'Alembert. Dans ce qui suit, on note I =

ò
−1

4
;
1

4

ï
. On pose

∀x ∈ I S(x) =
+∞∑
n=0

Cnx
n =

+∞∑
n=0

1

n+ 1

(
2n
n

)
xn

Par dérivation de série entière, on trouve

∀x ∈ I T(x) =
d

dx
[xS(x)] =

+∞∑
n=0

(
2n
n

)
xn

Toujours par dérivation, il vient
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∀x ∈ I T′(x) =
+∞∑
n=1

(2n)!

n!(n− 1)!
xn−1 =

+∞∑
n=0

2(n+ 1)(2n+ 1)

n+ 1

(
2n
n

)
xn = 2

+∞∑
n=0

(2n+ 1)
(
2n
n

)
xn

et par linéarité du symbole somme dans l'intervalle ouvert de convergence I

∀x ∈ I T′(x) = 4xT′(x) + 2T(x)

La fonction T est donc solution sur l'intervalle I du problème de Cauchy®
(1− 4x)y′ − 2y = 0

y(0) = 1

D'après l'unicité du théorème de Cauchy linéaire, on en déduit

∀x ∈ I T(x) =
1√

1− 4x

Après intégration, on trouve

∀x ∈ I S(x) =


1

2x

(
1−

√
1− 4x

)
si x ̸= 0

1 sinon

Exercice 7 (***)

Soit E un K-evn.

1. Soit (xn)n suite à valeurs dans E pour laquelle il existe ε > 0 tel que

∀(n, p) ∈ N2 n ̸= p =⇒ ∥xn − xp∥ ⩾ ε

Montrer que (xn)n n'admet aucune sous-suite convergente.

2. Soit K un compact de E. Montrer que pour tout ε > 0, il existe un entier p non nul et
x1, . . . , xp dans E tels que

K ⊂
p⋃

i=1

B(xi, ε)

Corrigé : 1. Supposons qu'il existe φ extractrice telle que xφ(n) −−−→
n→∞

ℓ. On a

ε ⩽ ∥xφ(n+1) − xφ(n)∥ ⩽ ∥xφ(n+1) − ℓ∥+ ∥ℓ− xφ(n)∥ = o(1)

Ainsi La suite (xn)n n'admet aucune sous-suite convergente.

2. Si K est vide, le résultat est trivial. On suppose K non vide et on procède par l'absurde :
supposons qu'il existe ε > 0 tel que pour tout p entier non nul et tous a1, . . . , ap dans E, on a

K ̸⊂
p⋃

i=1

B(ai, ε). On va alors construire une suite (xn)n⩾1 à valeurs dans K véri�ant les contraintes

de la première question. On la construit par récurrence : on choisit x1 ∈ K puis, pour n entier,

on choisit xn+1 ∈ K∖
n⋃

i=1

B(xi, ε). Ainsi, on a bien

∀(n, p) ∈ N∗2 n ̸= p =⇒ ∥xn − xp∥ ⩾ ε

En e�et, pour n et p entiers non nuls distincts avec par exemple n > p, si ∥xn − xp∥ < ε, on

aurait alors xn ∈ B(xp, ε) ⊂
n−1⋃
i=1

B(xi, ε) ce qui est faux par construction. Il s'agit donc d'une

suite à valeurs dans K compact et sans sous-suite convergente, ce qui est absurde. On conclut
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∀ε > 0 ∃p ∈ N∗ ∃(x1, . . . , xp) ∈ Ep | K ⊂
p⋃

i=1

B(xi, ε)

Exercice 8 (***)

On pose ∀n ∈ N∗ un =

∫ 1

0

dt

1 + t+ . . .+ tn−1

Déterminer un développement asymptotique à trois termes de un par rapport à
1

n
pour n → +∞.

Corrigé : Soit n entier non nul. L'intégrale dé�nissant un est bien dé�nie en tant qu'intégrale
de fonction continue sur un segment. On observe l'égalité avec l'intégrale faussement impropre
en 1

un =

∫ 1

0

1− t

1− tn
dt

On a ∀t ∈ [ 0 ; 1 [
1− t

1− tn
−−−→
n→∞

1− t et 0 ⩽
1

1 + t+ . . .+ tn−1
⩽ 1

La dominante t 7→ 1 étant clairement intégrable sur [ 0 ; 1 [, il vient par convergence dominée

un −−−→
n→∞

∫ 1

0

(1− t) dt =
1

2

Puis, il vient par linéarité de l'intégrale

un −
1

2
=

∫ 1

0

Å
1− t

1− tn
− (1− t)

ã
dt =

∫ 1

0

(1− t)tn

1− tn
dt

Le changement de variable u = tn donne

un −
1

2
=

1

n

∫ 1

0

1− u
1
n

1− u
u

1
n du

Avec le développement asymptotique 1− u
1
n = 1− e

ln(u)
n = − ln(u)

n
+ o
Å
1

n

ã
, il vient

∀u ∈ ] 0 ; 1 [
n(1− u

1
n )

1− u
u

1
n −−−→

n→∞
− ln(u)

1− u

et avec l'inégalité de convexité 1− ex ⩽ −x pour x réel

∀(n, u) ∈ N∗ × ] 0 ; 1 [ 0 ⩽
n(1− u

1
n )

1− u
u

1
n ⩽

− ln(u)

1− u

La dominante u 7→ − ln(u)

1− u
est prolongeable par continuité en 0 et 1 et donc intégrable sur

] 0 ; 1 [. Par convergence dominée, il vient∫ 1

0

n(1− u
1
n )

1− u
u

1
n du −−−→

n→∞

∫ 1

0

− ln(u)

1− u
du

Ainsi un =
n→+∞

1

2
+

1

n2

∫ 1

0

− ln(u)

1− u
du+ o

Å
1

n2

ã
Remarque : En justi�ant la permutation des symboles, on peut établir
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∫ 1

0

− ln(u)

1− u
du =

∫ 1

0

− ln(u)
+∞∑
n=0

un du =
+∞∑
n=0

∫ 1

0

− ln(u)un du = ζ(2)

Variante : Soit n entier non nul. On a

un =

∫ 1

0

1− t

1− tn
dt =

∫ 1

0

(1− t)
+∞∑
k=0

tkn dt

On pose ∀(k, t) ∈ N× [ 0 ; 1 [ fk(t) = (1− t)tkn

Pour k entier, on a fk intégrable sur [ 0 ; 1 [ car prolongeable par continuité sur le segment [ 0 ; 1 ]

puis
∑

fk converge simplement sur [ 0 ; 1 [ avec
+∞∑
k=0

fk continue par morceaux sur [ 0 ; 1 [ puisque

c'est précisément l'intégrande t 7→ 1− t

1− tn
. En�n, on a

∑∫ 1

0

|fk(t)| dt =
∑∫ 1

0

(1− t)tkn dt =
∑ ï 1

kn+ 1
− 1

kn+ 2

ò
=

∑ 1

(kn+ 1)(kn+ 2)

série convergente puisque
1

(kn+ 1)(kn+ 2)
=

n→+∞
O
Å
1

k2

ã
. Ainsi, par intégration terme à terme,

on trouve

un =
+∞∑
k=0

∫ 1

0

fk(t) dt =
+∞∑
k=0

1

(kn+ 1)(kn+ 2)
=

1

2
+

+∞∑
k=1

1

(kn+ 1)(kn+ 2)

On pose ∀(k, n) ∈ (N∗)2 vk(n) =
n2

(kn+ 1)(kn+ 2)

On a ∀(k, n) ∈ (N∗)2 0 ⩽ vk(n) ⩽
1

k2
et vk(n) −−−→

n→∞

1

k2

Par conséquent, la série
∑

vk converge normalement donc uniformément sur N∗ et par double
limite

+∞∑
k=1

vk(n) −−−→
n→∞

+∞∑
k=1

lim
n→+∞

vk(n) = ζ(2)

Et on retrouve un =
1

2
+

1

n2

+∞∑
k=1

vk(n) =
n→+∞

1

2
+

1

n2
(ζ(2) + o(1))

Exercice 9 (***)

On note E l'espace des fonctions continue sur R+ ayant une limite �nie en +∞. Pour f ∈ E, on
pose

∀n ∈ N∗ Tn(f) =
+∞∑
k=0

f

Å
k

n

ã
nk

k!
e−n et ∀(α, t) ∈ R2

+ fα(t) = e−αt

1. Justi�er que la suite (Tn(f))n⩾1 est bien dé�nie pour f ∈ E.

2. Calculer Tn(fα) pour (n, α) ∈ N∗ × R+ puis déterminer le comportement asymptotique
de la suite (Tn(fα))n⩾1.

3. Soit f ∈ E. En considérant h dé�nie sur [ 0 ; 1 ] par

h(u) =

{
f(− ln(u)) si u ∈ ] 0 ; 1 ]

lim
+∞

f si u = 0

déterminer le comportement asymptotique de la suite (Tn(f))n⩾1.
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4. Soit f ∈ E puis (Ω,A ,P) un espace probabilisé, (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires

indépendantes de même loi P(1) et Sn =
n∑

i=1

Xi pour n entier non nul.

(a) Calculer E
ï
f

Å
Sn

n

ãò
pour n entier non nul.

(b) En déduire une nouvelle démonstration du résultat de la question 3.

Corrigé : 1. Soit f ∈ E. Notons ℓ = lim
+∞

f . On dispose d'un seuil A ⩾ 0 tel que |f(t)| ⩽ 2ℓ pour

t ⩾ A et la fonction continue f est bornée sur le segment [ 0 ; A ]. Il s'ensuit que la fonction f
est bornée sur R+ puis

∀(n, k) ∈ N2

∣∣∣∣f Åknã∣∣∣∣ nk

k!
e−n ⩽ ∥f∥∞

nk

k!
e−n

d'où la convergence absolue d'après la convergence de la série exponentielle. Ainsi

La suite (Tn(f))n est bien dé�nie pour tout f ∈ E.

2. Soit (n, α) ∈ N× R+. On a Tn(fα) =
+∞∑
k=0

e−α k
n
nk

k!
e−n d'où

Tn(fα) = exp
[
n
(
e−α

n − 1
)]

= exp

ï
n

Å
1− α

n
+ o
Å
1

n

ã
− 1

ãò
Ainsi ∀(n, α) ∈ N× R+ Tn(fα) −−−→

n→∞
e−α = fα(1)

3. Par construction, on a h ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R). Soit ε > 0. D'après le théorème de Weierstrass, on
dispose de P ∈ R[X] tel que

∥h− P∥∞,[ 0 ;1 ] ⩽ ε

Par commodité, on confond polynôme et fonction polynomiale. Notant φ : t 7→ e−t, il vient

∥h ◦ φ− P ◦ φ∥∞,R+ = ∥h− P∥∞,] 0 ;1 ] ⩽ ε

On écrit P =
N∑

k=0

akX
k, on pose p = P ◦ φ et remarquant h ◦ φ = f , on obtient par inégalité

triangulaire

|Tn(f)− f(1)| ⩽ |Tn(f)− Tn(p)|︸ ︷︷ ︸
⩽∥f−p∥∞,R+

+ |Tn(p)− p(1)|+ |p(1)− f(1)|︸ ︷︷ ︸
⩽∥f−p∥∞,R+

Puis |Tn(p)− p(1)| ⩽
N∑

k=0

|ak| |Tn(fk)− fk(1)|

D'après le résultat de la question 2, on peut choisir n0 entier tel que

∀n ⩾ n0

N∑
k=0

|ak| |Tn(fk)− fk(1)| ⩽ ε

Ainsi, on a prouvé

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N | ∀n ⩾ n0 |Tn(f)− f(1)| ⩽ 3ε

On conclut Tn(f) −−−→
n→∞

f(1)

4.(a) Soit n entier non nul. Par indépendance, il vient
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∀t ∈ [ 0 ; 1 ] GSn(t) =
n∏

i=1

GXi
(t) = (e t−1)

n
= en(t−1)

La fonction génératrice caractérisant la loi, il s'ensuit que Sn∼P(n). La fonction f étant bornée,

la variable f

Å
Sn

n

ã
est d'espérance �nie et par transfert

∀n ⩾ 1 E
Å
f

Å
Sn

n

ãã
=

+∞∑
k=0

f

Å
k

n

ã
P(Sn = k) = Tn(f)

4.(b) Soit ε > 0 et An =

ß∣∣∣∣Sn

n
− 1

∣∣∣∣ ⩾ ε

™
. Il vient

E
(∣∣f (

Sn
n

)
− f(1)

∣∣1An

)
⩽ 2∥f∥∞P(An) = o(1)

d'après la loi faible des grands nombres puisque E(X1) = 1. Pour δ > 0, par continuité de f en
1, on peut choisir ε > 0 tel que

∀x ⩾ 0 |x− 1| < ε =⇒ |f(x)− f(1)| ⩽ δ

D'où E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣1Ω∖An

ã
= E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣1|Snn −1|<ε

ã
⩽ δ P(Ω∖ An) ⩽ δ

Ainsi E
Å∣∣∣∣f ÅSn

n

ã
− f(1)

∣∣∣∣ã −−−→
n→∞

0

Par inégalité triangulaire, on conclut

Tn(f) = E
Å
f

Å
Sn

n

ãã
−−−→
n→∞

f(1)
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