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Feuille de révisions n°4

Exercice 1 (*)

Déterminer 'espace tangent & O, (R) en I,,.

Corrigé : Soit E = .#,(R). On pose f : E — E, M + M'M. L’application f est a coordonnées
polynomiales d’on f € €*(E,E). On a O,(R) = f~'({I,}) et df(A)-H =H'M + MH" d’ou
df(I,) - H=T+H'. On a df(l,) # O et on conclut

T = Ker df(L,) = «,(R)

Exercice 2 (**)

Soit A matrice compagne de (u,), € KV suite récurrente linéaire d’ordre p > 2. Résoudre
AX = XX avec X = (930 .. .[Ep_l) non nulle. En déduire la forme des sous-espaces propres de
A et une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de A.

Corrigé : On a Uptp = Ap_1Upip—1 + ... + GoUy

avec a; des scalaires et ag # 0. On rappelle

o 1 0 ... 0
VneN X, = Ly | xXe=aAx,
0 0 1
Qo . Ap—1
p—1 )
On note P =X? — 3 q,X". On a
1=0
T = )\IO
: cospq) = xo(1, A, ., AP
AX = A\X . — {(5507 y Lp 1) 370( ) 7\ ; )
Tp_1 = A\Tp_o zoP(X) =0

oo + ... Ap_1Tp—1 = ATp_1
On remarque en particulier que X # 0 <= 1y # 0. La derniére équation indique donc A

racine de P. Par ailleurs, les sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si la matrice A

est diagonalisable, alors on a dimK? = > dimE,(A) = Card Sp (A) ce qui prouve que A
AESP (A)
admet p valeurs propres distinctes et la réciproque étant immédiate, on conclut

VA € Sp(A) EA(A) = Vect (1, A, ..., A1)
A diagonalisable <= A admet p valeurs propres distinctes.




Exercice 3 (***)

Pour > —1, on pose F(z) = ;%t“ dt

1. Montrer que F est de classe € sur | —1;+00 .

2. En déduire une expression de F(z) pour x > —1.
t—1
Int

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1 flx,t) = t*

avec X =] —1;+00[ et I=]0;1[. On vérifie :

e Soit x € X. On a t— f(z,t) € €m(l,R) avec f(z,1) vy 1 donc prolongeable par continuité
—
en 1 et

» 1 1
t f(x,t) t::O_E m 0 <— f(I',t) t:O (6] <t__x> avec -z <1

d’ou l'intégrabilité en 0 par comparaison et critére de Riemann. Ainsi, application ¢ — f(z,t)
est intégrable sur I.

ePourt el onax— f(z,t) € € (X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

of
Vi, t)eXxT Lz t)=@—1)
@hexx1 Dapn-—p-1
af o -
e Pour x € X, onat— a—(m, t) € Gpm(I,R) par théorémes généraux.
T

e Domination : Soit a > —1. On a

of
o
et la dominante ¢ — t* est intégrable sur I par critére de Riemann. Par conséquent, la fonction
F est de classe € sur [a;+00 | et ce pour tout a > —1 d’ou

Fe@'(—1;+00[,R)

V(z,t) € [a;+o00[ x 1

(cc,t)‘ <10

2. Par dérivation sous l'intégrale puis linéarité car convergence des intégrales concernées par
critére de Riemann, on trouve

1 1

zr+2 14z

1
vz> -1  F() :/ (t— 1)t dt =
0

2
D’ou Vo > —1 F(x)zlﬂ(gjjL >—|—a avec a€R
r+1
t—1
On remarque Vtel 0<—«1
Int
d’out V(x,t) e X x 1 0< fz,t) < t*
! 1
et aprés intégration Vo € X 0 < F(x) < / t* dt =
0 r+1
Par encadrement, il vient F(z) —— 0
r—r+00



2
On conclut Vo > —1 F(z) =1In <$ a >

r+1
- -1
En particulier, on trouve F(0) = / dt =In2
o Int
. . U . t—1
Variante : Sans invoquer I'inégalité Int < ¢ —1 pour t € I, on peut aussi observer que t — Tt
n

est prolongeable par continuité sur le segment [0;1] donc bornée sur ce segment et conclure
comme précédemment.

Exercice 4 (****)

a b 0 0
b a

Soit (a,b) € C?. Déterminer les éléments propres de A= | o - 0
: . - a b
0O ... 0 b a

Corrigé : On suppose b # 0 sinon, il n'y a rien a faire. Soit X € ., 1(C) {0} tel que AX =X
avec X! = (331 a:n) On a
(@ —7y)xy +bry =0
bfk—l + (Cl — ’}/)$k + bIk_H =0
br,—1+ (a — )z, =0
En posant £y = 2,41 = 0, la suite (2 )re[o;n41] ainsi complétée vérifie
Vke[1;n] Tpp1 +crp + 251 =0 avec c=(a—7)/b (1)

Autrement dit, il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Supposons que ’équation ca-
ractéristique 72 + c¢r + 1 = 0 admette deux racines distinctes a et 5. On aurait alors

I\ pu)eC? | Veke[0;n+1]  zp ="+ up”

Les conditions aux bords donnent g = A + g = 0 d’out A = —p et z,41 = A" — g+1) = 0.
Si A = 0, on aurait alors x; = 0 pour tout k € [1; n] ce qui est exclu puisque X # 0. Par suite

)\(an—l—l _ ﬁn—l—l) =0 —_— O/H—l — ﬁn—l—l
Or, on a l'égalité af = 1 (terme constant de 'équation caractéristique) d’ou
(@B)"H = 1= (@12 = (1)

Par suite, les complexes « et 8 sont racines 2n + 2-iéme de I'unité et comme o = 1, elles sont
conjuguées. Ainsi

2ine 2iml Ckm
VEe[0:n+1] 3e]0:2n+1 ~ A (e — e 235 = 2isi < )
ef0o;n+1] €f0;2n+1] | a (e +2 —e +) Asin | =

On peut exclure le cas ¢ = 0 car sinon, on aurait zy = 0 pour tout k¥ € [1; n]. On a la somme
des racines a + = —c d’ou

s
= a+2beos ()
Y = a + 20cos 1



Pour ¢ € [1; n], on aurait alors n valeurs propres distinctes candidates par injectivité du cos
sur | 0; 7.

Réciproquement, pour ¢ € [1; n], on pose

™ ) lkm
n—i—l) et VEe[0;n+1] xk:sm<n+1>

w:a—l—%cos(

La suite (2x)ke[o;ns+1] Vvérifie bien la relation (1) autrement dit, le vecteur X correspondant est
vecteur propre de A pour la valeur propre 7,. Or on a exhibé n valeurs propres distinctes donc

J4
La matrice A est diagonalisable et Sp (A) = {a + 2bcos ( _7:1> NARE n]]}
n

Exercice 5 (**)

Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme.
+o0o 9 1 2m 19
1. Montrer Vre[0;R] S an| r*m = —/ | f(rei®)]” df
n=0 21 Jo
2. Que peut-on dire de f si |f| admet un maximum local en zéro?

Corrigé : 1. Soit r € [0; R[. La série > a,r™ converge absolument et par inégalité triangulaire,
il vient

+00
Vz € Ds(0,7) 1f(2)] <C, avec C,= > |ay|r"
n=0

2T 100 +00 [
On a / ‘f(reia)‘2 do = S a,rte™ f(rei?) df
0 0 n=0
On pose V(n,0) € Nx [0;27] U, (0) = a,rel™ f(rei?)
et on a Vn e N |tn]loo < |an|r™C,

qui est le terme d’une série convergente. Ainsi, la série de fonctions continues » u, converge
normalement donc uniformément sur [0;27] et il vient

27 192 +oo 2m . +oo 27 yoo .
/ | f(re®)]” do = > anr"/ e f(rei?)dd = Y anr”/ S agrtel R0 g
0 n=0 0 0

n=0 k=0
Pour n entier fixé, on pose

V(n,0) e Nx[0:21]  0,(0) = dgrkein=he

On a Vn e N [Un] o < Jag| r*

qui est le terme d’une série convergente d’oti la convergence normale et donc uniforme de la série
de fonctions continues > v, sur [0;27]. On obtient

2m o +00 +00 2
/ }f(re“g)| do = > Zanakr"+k/ e (=)0 qp
0 0

n=0k=0
O —
=270y 1
+00 9 1 2 19
On conclut Vre[0;R] o | = 2—/ ‘f(re‘e)‘ dg
n=0 TJo




2. On choisit 7 € |0; R [ assez petit pour avoir !f(reie)]2 — |f(0)\2 < 0 pour tout 6 € [0;27].

+00
On en déduit ) ]an]2 r?" < 0 ce qui implique a,, = 0 pour tout n entier non nul. On conclut
n=1

Si la fonction |f| admet un maximum local en zéro, alors la fonction f est constante.

Exercice 6 (**)

Soit A € A,(K) et Xy € #,,1(K). Montrer le théoréme de Cauchy linéaire pour le probléme de
Cauchy

X' = AX
X(0) = X,

Corrigé : La fonction ¢ — e¢*AX, est solution du probléme de Cauchy. Soit X une solution de
ce probléme. On a

% e AX ()] = e A [~AX() + AX(t)] = 0

ce qui prouve que la fonction ¢ — e “"AX(#) est constante puisque ses fonctions coordonnées sont
de dérivées nulles sur R. On en déduit e "AX(t) = X(0) = X pour tout ¢ réel autrement dit
X(t) = e**Xy et on conclut

. X' =AX ) )
Le probléme de Cauchy admet une unique solution.

Exercice 7 (*%*)

1. Soit A € .#,(K) diagonalisable. Déterminer la forme des solutions de I'équation X' = AX.

2. Soient ao, ..., a,_; des scalaires et A la matrice compagne associée a 1’équation différen-
05 s Up
tielle scalaire linéaire d’ordre p

2® +a, 127D+ 4 apr =0 (H)

Etablir que la matrice A est diagonalisable si et seulement si elle admet p valeurs propres
distinctes.

Corrigé : 1. Soit P € GL,(K) telle que D = P~'AP = diag(\y,..., ). Notant (E;);<;<, base
canonique de ., ;(K), on a

X' =AX < Y' =DY <= Y € Vect (t»—)e’\itEi)KKp <= X & Vect (t»—)e’\itPEi)KKp

L’ensemble des solutions est Vect (t — e’\i’f\/i)1 cicp AVEC les

A; valeurs propres de A et les V; vecteurs propres associés.

2. La matrice compagne associée a I’équation (H) est donnée par

0 10 ... 0
A= SRR
0 0 1

—Aag —Up—1



On a (H) < X'=AX avec X' = ([L' A x(p—l))

Supposons A diagonalisable. En appliquant le résultat précédent et en spécialisant pour la pre-
miére coordonnée, on trouve

p
VteR  z(t) = Yayet
i=1

avec les «; des scalaires et les \; valeurs propres de A. Ainsi, la famille (t — e’\it)l <icp €St
génératrice de Sy. Comme l'espace Sy est un sev de €P(R,K) de dimension égale a p, on a
nécessairement les \; deux a deux distincts. La réciproque est la condition suffisante de diago-

nalisation. On conclut

La matrice compagne A est diagonalisable si et seulement si elle admet p valeurs propres distinctes.

Remarque : Ce résultat peut étre établi par des arguments ne relevant que de I'algébre linéaire.

Exercice 8 (***)

Soit (X,,)n>1 suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique ¢ (p) avec p € |0;1].
On note M,, = Max (X, ..., X,). Déterminer un équivalent simple de E(M,,) lorsque n — +oc.

Corrigé : On note ¢ = 1 — p. Soit k entier non nul. On a par indépendance des X;

P(M, < k) = P (ﬂ X < k}) — TT P(X: < k)

puis par égalité en loi

k k k _
Vie[1;n] P(Xiék):PO—'{Xi:g}):ZP(Xz':f):quf‘lzpl To1-¢
-1 (=1 (=1 —4q

et la formule vaut aussi pour £ = 0. Ainsi, on a
VkeN PM,<k)=(1-¢) et PM,>k)=1—(1-g""

et par antirépartition, on a dans [0;+00 ]

E(M,) = I:EZP(M,L > k) = ;if; [1—(1—¢")"]
On pose VE=0  f(t)=1—-(1-¢")"

La fonction f est continue par morceaux sur R, , décroissante par composition. Par décroissance
de f, il vient

k41 k
Vk € N ft)dt < f(k) et VEeN* f(k) < f@)de
k k—1
et par sommation
N+1 N N
YN eN f < 3w < 0+ [ )
0 k=0 0
_ 1t t ~ t _ ot

On a f(t) =1 (1 —ng"+o(q")) L _ngt=melt

On en déduit l'intégrabilité de f sur R, et faisant tendre N — +0o dans 'encadrement précé-
demment établi, il vient



+00 +o0

) dt <E(M,) <1+ F(t) dt
0 0
On réalise le changement de variables u = 1 — ¢' qui équivaut & tIlng = In(1 — u) d’on dt =
du . In(1 — u)
————— Lafonction u — ——=
(1 —u)lng Ing
et strictement croissante. Ainsi, les intégrales concernées sont de méme nature donc convergentes
et par conséquent égales avec

réalise une bijection de ] 0; 1 [sur]0; oo [, de classe ¢

+oo 1 11_ n 1 1p—1 1 n=1 1
/ 1-—(1-¢""] dt = —— Y du=— Zuz du=——
0

Ing )y, 1—u lnq Ing, =0+ 1
+oo 1
Ainsi / M- (1—g) dt ~ —2n
0 n—+oo  Ing
Inn
On conclut EM,) ~ ——
n—+oo Ing

Remarque : Dans 'expression sommatoire

+00

E(M,) =3 [1-(1—4")"]

k=0
on peut aussi développer le biné6me a 'intérieur puis permuter les sommes

+o0o n n n qé

E0M) = 32 () (-1 = () (=)' Xa = LD

Exercice 9 (**)
Soit E = 4, (R) et f: M € E +— det(M).

1. Montrer que f est différentiable et préciser sa différentielle.

2. Soient Xy, ..., X, des solutions respectives des problémes de Cauchy
X' =A)X
Vie[l;n] ®)

avec A € €°(R,E) et (x1,...,2,) € M, 1(R)". On pose
VEER W) = det(Xa()] .. [Xn(t))

(a) Montrer que W est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
(b) En déduire une expression intégrale de W(t) pour ¢ réel.
(¢) Sila fonction A est constante, déterminer une expression simple de det e‘* pour ¢ réel.

Corrigé : 1. Le déterminant est polynomial en les coefficients de la matrice ce qui prouve que
la fonction f est différentiable. Soit M € E. On a

detM = > e(0)mi601) - - Myom)

O'GS’VL
d’ou
V(Z, ]) € [[1 3 nﬂQ QJf(M) = z‘:( : 5(0')7711,0—(1) Ce mi_l’g(i_l)mi+17g(i+1) Ce mn’o(n)
oonSy|o(i)=j

1<i,j<n



On reconnait dans 'expression de 0; ; f(M) le cofacteur d’indice (4, j) d’ou

VHEE dfM)-H= Y Com(M);;h;; =Tr(ComM"H)

1<i,5<n
2.(a) Posons Vie R X(t) = (Xi(t)]...[X,(1))
On a W = det oX

avec det différentiable et X dérivable. Il s’ensuit que det oX est dérivable avec
VteER  W/(t) = (detoX)' (t) = ddet(X(t)) - X'(t) = Tr (ComX(t) ' X'(1))
Sans difficulté, on observe X'(¢) = A(¢)X(t) pour ¢ réel et par suite
vteR  W(t)=Tr (ComX(t) A(t)X(1))
Avec la relation fondamentale de la trace puis la propriété reliant matrice et comatrice, on obtient

VteR  W/(t) =Tr (A(M)X()ComX(t) ") = Tr (A(t) det X(£)1,,) = det X(¢) Tr A(t)

Autrement dit W =Tr A(t)W

2.(b) Le wronskien W solution du probléme de Cauchy

W' = Tr A()W
avec x = (z1]...|x,)
W(0) = det X(0) = det x
Ainsi vt e R W(t) = eJo TrAG)ds (et
2.(c) On a Vie[l;n] VteR  X;(t) = ety
d’ou VteR  X(t) =ex

Par suite Vt € R W(¢t) = det X(¢) = det (¢"*z) = (dete™) (detz) = '™ A det x
On peut choisir x = I, et on conclut

"v’tGR detetA:etTrA‘

Exercice 10 (***)

1. Montrer que O,(R) est un sous-groupe compact de GL,(R).

2. Soit A € ./ (R). Montrer qu'’il existe S € .7, T(R) telle que A = S2.

3. Pour A € GL,(R), montrer qu'’il existe O € O, (R) et S € 77 (R) telles que A = OS.

4. Montrer que si G est un sous-groupe compact de GL,(R) contenant O,(R), alors G =
O, (R).

Corrigé : On rappelle qu'une matrice S € ;' 7 (R) est une matrice symétrique réelle vérifiant
XTSX > 0 pour tout X € 4, 1(R) ~ {0} et on a la caractérisation pour S € .7,(R)

Se SHHR) < Sp(S) C]0:+00]

1.Onal, € O,(R). Soient A, B dans O,(R). Alors (AB)TAB =1, et (A~}) A=t = AAT =1,.
Puis, munissant .#,(R) du produit scalaire canonique, on a clairement O, (R) C S(0,/n) et
O,(R) = o7t ({I,}) avec ¢ : M € 4, (R) — MTM continue car & coordonnées polynomiales.

8



Ainsi, I’ensemble O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) et est un fermé borné de l'espace de
dimension finie .#,(R). On conclut

[’ensemble O, (R) est un sous-groupe compact de GL, (R).

2. D’aprés le théoréme spectral, on dispose de P € O,(R) telle que PTAP = diag(\y, ..., \i)
avec les \; > 0. On note D = PTAP et on pose A = diag(v/A1, ...,V ) puis S = PAPT. On
vérifie sans difficulté S € .77+ (R) et S2 = PA’P" = PDP' = A. Ainsi

Il existe S € .7,FT(R) telle que A = S2.
3.0na ATA € .Z/*(R) puisque pour X € ., ;(R) \ {0}
XTATAX = [AX|2 > 0
Ainsi, il existe S € .7+ (R) telle que ATA = S2. On a S inversible puisque pour X € ., ;(R)
SX=0 = X'SX=0 = X=0

On pose ensuite O = AS™! et on a

OTO = (AS1)TAS™! =S TATAS = 818281 =1,

On conclut VA € GL,(R) 3(0,9) € O,(R) x ZF+(R) | A=0S

4. Soit G sous-groupe compact de GL,(R) contenant O,(R) et soit A € G. On utilise le résultat
de la décomposition polaire : il existe O € O, (R) et S € .7 (R) telles que A = OS. Ainsi, on
aS=0TA € G et par conséquent

Vk € N Sk e G

La suite (S¥); est a valeurs dans G compact donc admet une sous-suite convergente. D’aprés
le théoréme spectral, il existe P € O,(R) telle que PTSP est diagonale. Soit A € Sp(S) et
X € M, 1(R) normée avec SX = AX. Si A > 1, on a

(SFX,X) = A —— 100

k—+o0
ce qui contredit 'existence d’une sous-suite convergente. Si A < 1, on trouve
($FX,X) = X —— 0
k—+o00

et une sous-suite convergente aurait une valeurs propre nulle ce qui contredit ’existence d’une
valeur d’adhérence dans G. Par conséquent, on Sp (S) = {1} et comme S est diagonalisable, elle
est semblable a I,, et donc S =1,,, d’oi A = O. On conclut

G = O,(R)

Exercice 11 (**%*)

Soit (ay),, une suite de réels deux a deux distincts. On pose
+o0 |ZE —a |
Vr e R Flz)=Y ———
(z) ,;02” (14 |a,|)
1. Justifier que la fonction F est bien définie et continue sur R.

2. Montrer que F n’est dérivable en aucun point a,, avec n entier.



. |z — an|
Corrigé : 1. O V(n,z) € N x n\¥) =

rrig n pose (n, ) Ja(2) 2 (1 + |an])
Soit &« > 0. On a

Vin,z) €N x [~asa]  L@)]< 5 (Jo] + faal) < 1

(1 + |an]) 2
On en déduit que la série de fonctions continues » f,, converge normalement don¢ uniformément
sur tout segment [—a;a ] d’ou

| La fonction F est bien définie et continue sur R. |

2. Soit ng entier. On considére

F(I) — F(ano) _ fn()(x) B fm)(ano) + Jio fn(x> — fn<an0>

Vr e R -
Y N {ano} T(m) Xr — a/’no T — a/nO n=0, n;én[] r = aTLO

Par inégalité triangulaire inverse, on a pour n € N\ {ng}

fn(x) — fn(anO) !
vz € R~ {an S o
xr &€ AN {a 0} T — Qp, 2n
. fn(x) — fn(ano) , En avec &, € {_17 1}
T — Qp, T—0ng 2"(]— + |an|>

On a convergence normale et par double limite, on trouve

Jrzojo fa(@) — fulan,) N io En
n=0, n#ng T — Qn, T=rang n=0, n#ng 2n(1 + ‘aﬂ‘)
fno(m) _ fno(ano)

Enfin, le taux d’accroissement x — n’admet pas de limite pour x — a,, et par

T — Qp,
conséquent la fonction 7 non plus. On conclut

La fonction F n’est dérivable en aucun point a, avec n entier.
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