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Feuille de révisions n°6

Exercice 1 (**)

Soit E préhilbertien réel. Pour (uy,...,u,) € E", on note G(uy,...,u,) la matrice de ., (R)
définie par G(uy, ..., u,) = ((ui,uj))1<ij<n. Soit (z1,...,z,) € E"libre et F = Vect (z1,...,2,).
det G(x, 21, ..., 2,)

det G(z1,...,z,)

Corrigé : Soit z € E. On décompose © = a + b avec (a,b) € F x FL. D’aprés le théoréme de
Pythagore, on a (z,z) = (a,a) + (b, b) puis (x,z;) = (x;,a) pour tout i € [1; n]. Avec

Etablir VeeE  d(z,F)?=

<<w, a:>> <<x, a:1>> . <<x’ xn>>
G(z,z1,...,2,) = b Lyf1/) e 1, Tn
(T @) {(Tn, 1) oo (T )

n
et notant @ = Y a;x; avec les a; réels, il vient

i=1
1B + X ai (a, z:) (@, 1) ... (@, zn)
i=1
> ai (1, ;) (i, 1) oo (@1,20)
det G(z, 1, ...,2,) = i=1
Zai <[En, xl) <$n7 I’1> e <[En, xn>
i=1

n
et avec 'opération C; < C; — > a;C; 41, on obtient
i=1

det G(x, x1,...,2,) = [|b|*det G(xy, ..., 2,) = d(z,F)*det G(xy,...,z,)

> det G(z, 21, ..., 2,)

On conclut Ve € E d(z, F) ot Gz .
1y---sdn

Exercice 2 (**%*)

Soit E = ., 1(R) muni de sa structure euclidienne canonique puis soient A € .#,(R), B et X,
dans E. Pour u € €°([0;1],R), on considére le probléme de Cauchy

. X" = AX + Bu(t)
( ) ' {X<0) = Xo

Pour X la solution de ce probléme de Cauchy, on note ®(u) = X(1). On dit que le systéme
(S) régi par le probléme de Cauchy est contrélable si Papplication @ : €°([0;1],R) — E est
surjective. On pose

Vu e €°([0;1],R) U(u) = /leASBu(s) ds

1



et le gramien G= /1e_ASBBTe_ATS ds
0
1. Pour u € €°([0;1],R), déterminer une expression de ®(u).
2. Montrer ® surjective <= W surjective
3. On suppose le gramien G inversible et pour X € ., 1(R), on pose
Vs e [0;1] u(s) = BTeA X

(a) Déterminer W(u).
(b) En déduire que le systéme (S) est controlable.

4. On suppose le gramien G non inversible.
(a) Justifier qu’il existe X € E \ {0} tel que XTGX = 0.

(b) En déduire Vs e [0;1] (e7B,X) =0

(c) Montrer
Vu e €°([0;1],R) (¥ (u), X) :/0 (e B, X)u(s) ds

(d) En déduire que le systéme (S) n’est pas controlable.

5. Conclure le systéme (S) est controlable <— G € GL,(R)

1. Par variation de la constante, on trouve

Vu € €°([0;1],R) P(u) =eh (XO + /leASBu(s) ds>

2. On pose VXeE  AKX)=e?(Xy+X)
L’application A est une permutation de E puisque pour (X,Y) € E2, on a
AX)=Y < X=eY - X,

et comme on a ® = A o W, on conclut

’CD surjective <— ¥ surjective‘

1
3.(a) 11 vient U(u) = / e MBBTeA X ds
0

Autrement dit U(u) = GX

3.(b) L’application X — GX réalise une permutation de E dans E car G est inversible et est
donc en particulier surjective. Il s’ensuit que ¥ est surjective et on conclut

Le systéme (S) est controlable.

4.(a) Comme le gramien est non inversible, on dispose de X € E \ {0} tel que GX = 0 et par
conséquent

IX e EX {0} | XTGX =0

4.(b) 1I vient



1 1 1
XTGX = XT/ e MBBTe AT dsX = / XTe ABBTe A sX ds = / IBTe ATsX||2ds =0
0 0 0

La fonction s — ||[BTe 2" 5X||2 est continue, positive sur [0;1] et par séparation de Dintégrale,
il vient

Vs e [0;1] (e B, X) =0

4.(c) Soit u € €°([0;1],R). Tl vient par linéarité de I'intégrale et de I'application v — (v, X)

(W (w),X) = < /0 o ~ABu(s) ds,X> _ /0 (e=A*Bu(s),X) ds

Ainsi Vu € €°([0;1],R) (U(u),X) = /0 (e B, X) u(s) ds

4.(d) On déduit des résultats des deux questions précédentes que

Vu € €°([0;1],R) (U(u),X) =0

Ainsi Im ¥ C Vect (X)*+

L’espace Vect (X)* est un hyperplan de E ce qui contredit ¥ surjective et on conclut

Le systéme (S) n’est pas controlable.

5. D’apres le résultat de la question 3 et la contraposée de I'implication établie a la question 4,
on conclut

Le systéme (S) est controlable <— G € GL,(R)

Exercice 3 (***)

Soit n entier non nul et E = .#,(R) muni du produit scalaire canonique (A, B) — Tr (ATB) et
de la norme euclidienne associée. On pose f : E — R" définie par

VM € ., (R) SOM) = (Tr (M) Tr(M?) ... Tr(M"))

1. (a) Etablir V(A,B) € E? |IAB]| < ||Al||B]|
(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que
VAEE  [Tr(A) <alAl
2. Montrer que f est différentiable et déterminer d f(M) pour M € E.

3. (a) Montrer VM e E rg df(M) = degmy

(b) En déduire que I’ensemble des matrices de E dont le polynome minimal est de degré
n est un ouvert de E.

Corrigé : 1.(a) L’application (A,B) — Tr(A"B) = Y a;;bi; est une forme bilinéaire sy-

1<i,j<n
métrique définie positive sur E. Il en résulte que M +— /Tr (MTM) est une norme sur E. Soit
(A,B) e E? et C=AB. On a |[C||* = > ¢};. Par définition du produit matriciel et inégalité

1<i,j<n
de Cauchy-Schwarz dans R", il vient



n 2 n n
V(i,5) €[1; n]? ;= (Zai7kbk,j> < <Za12k) <szg>
k=1 k=1 k=1

n n
Ainsi HCH2 < Z [(Za3k> <sz]):| = ( > azz,k) ( > bi,j)
1<i,5<n k=1 k=1 1<i,k<n 1<k, j<n

On conclut

Lapplication M — /Tr (MTM) est une norme sous-multiplicative sur E.

1.(b) Soit A € E. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
Tr (A)] = [(Ln, A)] < [[Ln[[IA]

Ainsi VAeA ITr (A)] < /nl|A||

2. Notons ¢y : M — Tr (MF) pour k € [1; n]. L’application ¢y, est polynomiale en les coefficients
de la matrice d’ou ¢, € €1 (A, (R),R). Pour (M, H) € .#,(R)?, on a

(M +H)® = (M* + M*'H + M*2HM + ... + HM* ! + R

avec R une somme de produits qui contient au moins deux occurrences de H. Avec les inégalités
établies a la question 1, il en résulte que |Tr (R)| = o(||H||) et on en déduit

oM+ H) = Tr (M* + M*'H + MF=2HM + ... + HM*!) + o(H)

d'ou VM, H) € 4,(R)2  d(pp)(M) - H = k Tr (MF-1H)

Par suite

V(M H) € .#,(R)>  df(M)-H= (Tr(H) 2Tr(MH) ... nTr(M"'H)

3.(a) Soit M € E. On a
HeKerdf(M) <= Vke[0;n—1] Tr (M*H) = 0
= vkel[0in—1]  ((MT)" H) =0

H € Ker df(M) <= H e Veet (I, MT,..., (M7)""")"

On note d = degmyr. On a
RM'] =Ry 1 [M']C R, ;[MT] C RIMT]
ce qui prouve que les inclusions sont des égalités et (I, ..., (MT)dfl) est libre. Ainsi, on a

H e Ker df(M) < H e Ry ;[M]*
d’otl dim Ker df(M) = dimRy_[M]* = dimE — dimR;_;[M] = dim E — deg myr

et d’aprés le théoréme du rang rg df(M) = deg myr

Enfin, on a my(M) = 0 et en transposant cette égalité, on trouve my(M') = 0 d’out my divise
7 et de méme my divise myT par symeétrie des roles entre M et M. Les polyndomes minimaux
mv et myT sont associés, unitaires d’ott my = myT et on conclut

VM e E rg df(M) = degmy

3.(b) Soit A € #,(R) telle que degmy = n. D’aprés ce qui précéde, on a rg df(A) = n. No-
tant A, A, les bases canoniques de .#,(R) et R, il existe une matrice de GL,(R) extraite



de mat g, ,df(A). Soit I la plage d’indices d’extraction des colonnes. On considére ® : M —
det (matsz, 2,df(M)) ; jcrxq1n]- -L’egsemble.U = & '(R*) est un ouvert comme image réci-
proque d’un ouvert par une application continue avec A € U et tout élément de U est de rang
supérieur ou égal a n et donc égal & n. On conclut

L’ensemble des matrices de .#,(R) dont le polynome minimal est de degré n est un ouvert.

Exercice 4 (***%*)

Soit a,, une série & termes positifs convergente. Etablir

ZW ezan

Corrigé : On rappelle 'inégalité arithmético-géométrique

n 1 n
Vn € N* V(zk)1<k<n € RY H n — 2 T
\/ k=1 k=1

qui s’obtient, par exemple, avec 'inégalité de Jensen appliquée a la fonction concave In. On pose

Vn € N* bn:M:n<1+l)
n

nn—l
n
On a [Iok=(n+1)"
k=1
et & nouveau par concavité de In Vn € N* b, < ne

En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique a (apby), 4, On obtient

n n 1 n
Vn € N* (n—i—l)dnak—vnakbkg—Zakbk
k=1 k=1 Ng=1
D’ou pour N entier non nul
n N n akbk akbk N N 1
r a _— = = aib
Sillos SErt = T ey = RS
N 1 N T1 1 1 1 1
: e
fh remarque nz::kn(n +1) nz::k n n+1l k- N+1 "k
N n N a.b N
d’otl or Hak<2m<2eak
n=1\ k=1 =1 k k=1

Faisant tendre N — +00, on conclut

ZW eZan

Remarque : Il s’agit de I'inégalité de Carleman.




Exercice 5 (***%*)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles discrétes
indépendantes de méme loi ayant un moment d’ordre 1 mais pas d’ordre 2. On se propose de
démontrer que la loi faible des grands nombres a toujours lieu.

Pour £ et n entiers non nuls, on pose

Yk,n = Xk]l|Xk\<n Sn = ZXK’ T, = ZYkﬁl
k=1

k=1
1
1. Montrer — (E(T,) —E(S,)) — 0
n n—>00
2. Etablir VvneN  P(S, # T,) <nP(|Xy]| >n)

3. Soit € > 0. Montrer
V(T,)

1
Vn > 1 ]P’( E(Sn — E(Tn))‘ > 5) < en)? + nP(|Xy| > n)
4. Soit X variable aléatoire réelle discréte d’espérance finie. Montrer
1
—E(X2]1‘X|<n) — 0
n n—oo

5. Démontrer la loi faible des grands nombres pour la suite (X;,);>1.

Corrigé : L’ensemble X;(2) n’est pas fini sans quoi la variable X; serait d’espérance finie. On
note X;(Q2) = {xx, k € N} avec les 75, deux a deux distincts et on remarque pour la suite que
pour tout A € o7, on a |X 1| < |X;| d’espérance finie par comparaison.

1. Soit n entier non nul. Par linéarité de I’espérance et égalité en loi, on a

1 L R
— (B(Tn) —E(Sn)) = = 2 E(Yin — Xi) = == X E(Xplxon) = —E(XoLjx,j5n)
n Np=1 N =1
1 +00
Par transfert, il vient — (E(T,) — E(S,)) = = > 2plp, 5nP(Xy = 2)
n k=0
On pose V(k,n) e N wp(n) = zplip,-nP(Xy = x)
On a Vk e N lluklloo < |2k P(Xy = )

ce qui prouve la convergence normale donc uniforme de la série de fonctions ) u. Puis, on a
ur(n) —— 0 pour k entier et par double limite, il vient

n—oo
+00
> ug(n) —— 0
=0 n—00
1
Et on conclut — (E(T,) —E(S,)) —— 0
n n—00

2. Soit n entier. Ona  {S, # Ty} C | {Yin # Xi} = |J {Xel > n}

k=1 k=1

D’aprés I'inégalité de Boole, il vient



VneN  P(S, #T,) <nP(|Xy]| >n)

3. Soit € > 0, n entier non nul et

An,e - {

La famille ({S,, = T,,},{S, # T,}) constituant un systéme complet d’événements, on trouve
¢

Observant A, .Nn{S,=T,} C {‘ ! (T — E(Tn))' 2 5}

P (‘%(Sn —E(T,))| > 5) < 1@(

La variable aléatoire T, est bornée comme somme finie de telles variables et admet donc un
moment d’ordre 2. Ainsi, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

» 50— E(T)| > ¢f

%(Sn - E(Tn))‘ > 5) <P (AN {Sy=To}) + P (AN {S, #To})

il s’ensuit
1

n

(T, — ]E(Tn))‘ > e> +P(S, £ Tn)

1 V(T,)
IP’(— T, —E(T,))| > )g
(T, ~ E(T,)) ot
et combinée avec 'inégalité établie dans question précédente, on conclut
1 V(T,)
Vn>1 P(—Sn—ETn 2)< P(|Xy| >
n (8~ BT > ¢) < Tl (] > )
4. Soit n entier non nul. Par transfert, il vient
1 1o |xp| Ligi<n
Lpenye,) = 5 b=y
n k=0
]1 x n
On pose V(k,n) e N*x N vp(n) = 2] Loy j<n 2| P(X = 2)
n
On a Vk e N lvklloo < |2k P(X = )

ce qui prouve la convergence normale donc uniforme de la série de fonctions ) v. Puis, on a
vg(n) —— 0 pour k entier et par double limite, il vient

n—o0

+0o0
S vp(n) —— 0
k=0

n—oo

1
Ainsi —E(X21 xj<n) — 0
n

n—0o0

5. Soit n entier non nul. Par indépendance des Yy, puis relation de Kénig-Huygens, il vient

V(L) =V (5Vin) = V() < SEYVE,) = nE(Xx, c0)
k=1 k=1 k=1

Ainsi, pour € > 0, on a

2 (

En observant nlx,>n < 1 X1] Lixy>n

E(X3 1 xj<n)

ne? + n]P(’le > n)

Ls, —E(Tn»\ >e) <
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il vient nP(|Xy| >n) <E (’Xl, ﬂIX1|>n)

Avec les notations de la premiére question, on a par double limite

+00
> [ug(n)| ——=0
k=0 n—o00

d’ou E (|X1| ]l\X1|>n) E} 0
1
Il en résulte Ve>0 P (’E(Sn — E(Tn))' > €> —0
Enfin, on a par inégalité triangulaire
1 1 1
- _ < |= _ el _
LS, —E(S.)| < | (S, ~ B(T)| + |~ (E(T,) ~ E(S,)
d’ou, pour € > 0
1 1 € 1 €
- - > —\Pn n 2 a - Tn - n 2 a
{26~ > <} < {|16. - Be)| > 5 {| @) - Bs)| > 5}
On obtient
IP’( L8, —ES)| > ) <]p>( L, BT = f) +IP>< LEm,) —E(s,)| > f)
1
On conclut Ve>0 P ( E(S" — E(Sn))' > €> —0




