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Feuille de révisions n°6

Exercice 1 (**)
Soit E préhilbertien réel. Pour (uy,...,u,) € E", on note G(uy,...,u,) la matrice de ., (R)
définie par G(uy, ..., u,) = ((ui,uj))1<ij<n. Soit (z1,...,z,) € E"libre et F = Vect (z1,...,2,).

det G(x, 21, ..., 2,)

Etabli E  deF)=
ablir Va € (z,F) det G(z1,...,z,)

Exercice 2 (***)

Soit E = ., 1(R) muni de sa structure euclidienne canonique puis soient A € ., (R), B et X,
dans E. Pour v € €°([0;1],R), on considére le probléme de Cauchy

X' = AX + Bu(?)
) {X(O) = Xo

Pour X la solution de ce probléme de Cauchy, on note ®(u) = X(1). On dit que le systéme
(S) régi par le probléme de Cauchy est controlable si 'application ® : €°([0;1],R) — E est
surjective. On pose

Vu e €°([0;1],R) U(u) = /1e_ASBu(S) ds

et le gramien G= /1e_A5BBTe_AT5 ds
0
1. Pour u € €°([0;1],R), déterminer une expression de ®(u).
2. Montrer ® surjective <= W surjective
3. On suppose le gramien G inversible et pour X € ., 1(R), on pose
Vse[0:1]  u(s)=BTersX

(a) Déterminer W(u).
(b) En déduire que le systéme (S) est controlable.

4. On suppose le gramien G non inversible.
(a) Justifier qu'il existe X € E \ {0} tel que X'GX = 0.

(b) En déduire Vs e [0;1] (e ™B,X) =0
(c) Montrer
1
Vu € €°([0;1],R) (U(u),X) :/ (e 7B, X)u(s) ds
0
(d) En déduire que le systéme (S) n’est pas controlable.

5. Conclure le systéme (S) est controlable «— G € GL,(R)



Exercice 3 (***)

Soit n entier non nul et E = .#,(R) muni du produit scalaire canonique (A, B) — Tr (ATB) et
de la norme euclidienne associée. On pose f : E — R" définie par

vM e #,(R) SOM) = (Tr (M) Tr(M?) ... Tr(M"))
1. (a) Etablir V(A,B) € E? |AB]| < ||Al||B]|
(b) Montrer qu’il existe o > 0 tel que
VAEE  [Tr(A) <alAl
2. Montrer que f est différentiable et déterminer df(M) pour M € E.
3. (a) Montrer VM e E rg df(M) = degmy

(b) En déduire que I’ensemble des matrices de E dont le polynome minimal est de degré
n est un ouvert de E.

Exercice 4 (***%*)

Soit a,, une série & termes positifs convergente. Etablir

Z aiay . <e Zan

Exercice 5 (****)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles discrétes
indépendantes de méme loi ayant un moment d’ordre 1 mais pas d’ordre 2. On se propose de
démontrer que la loi faible des grands nombres a toujours lieu.

Pour k et n entiers non nuls, on pose

Yin = Xelix, |<n Sp = > Xy Tp=>Yin

ol
gk

k=1
1
1. Montrer — (E(T,) —E(S,)) — 0
n n—>00
2. Etablir VneN  P(S, #T,) <nP(|X;| >n)

3. Soit € > 0. Montrer

1 V(T,)
Vn > 1 ]P’( E(Sn — E(Tn))‘ > 5) < en)? + nP(|Xy] > n)
4. Soit X variable aléatoire réelle discréte d’espérance finie. Montrer
1
—E(X*1|xj<n) —— 0
n n—o00

5. Démontrer la loi faible des grands nombres pour la suite (X,,);>1.



