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Exercice 1 (**)

Soit E préhilbertien réel. Pour (u1, . . . , un) ∈ En, on note G(u1, . . . , un) la matrice de Mn(R)
dé�nie par G(u1, . . . , un) =

(
⟨ui, uj⟩

)
1⩽i,j⩽n

. Soit (x1, . . . , xn) ∈ En libre et F = Vect (x1, . . . , xn).

Établir ∀x ∈ E d(x,F)2 =
detG(x, x1, . . . , xn)

detG(x1, . . . , xn)

Exercice 2 (***)

Soit E = Mn,1(R) muni de sa structure euclidienne canonique puis soient A ∈ Mn(R), B et X0

dans E. Pour u ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R), on considère le problème de Cauchy

(S) :

®
X′ = AX+ Bu(t)

X(0) = X0

Pour X la solution de ce problème de Cauchy, on note Φ(u) = X(1). On dit que le système
(S) régi par le problème de Cauchy est contrôlable si l'application Φ : C 0([ 0 ; 1 ] ,R) → E est
surjective. On pose

∀u ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R) Ψ(u) =

∫ 1

0

e−AsBu(s) ds

et le gramien G =

∫ 1

0

e−AsBB⊤e−A⊤s ds

1. Pour u ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R), déterminer une expression de Φ(u).

2. Montrer Φ surjective ⇐⇒ Ψ surjective

3. On suppose le gramien G inversible et pour X ∈ Mn,1(R), on pose

∀s ∈ [ 0 ; 1 ] u(s) = B⊤eA⊤sX

(a) Déterminer Ψ(u).
(b) En déduire que le système (S) est contrôlable.

4. On suppose le gramien G non inversible.

(a) Justi�er qu'il existe X ∈ E∖ {0} tel que X⊤GX = 0.

(b) En déduire ∀s ∈ [ 0 ; 1 ]
〈
e−AsB,X

〉
= 0

(c) Montrer

∀u ∈ C 0([ 0 ; 1 ] ,R) ⟨Ψ(u),X⟩ =
∫ 1

0

〈
e−AsB,X

〉
u(s) ds

(d) En déduire que le système (S) n'est pas contrôlable.

5. Conclure le système (S) est contrôlable ⇐⇒ G ∈ GLn(R)
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Exercice 3 (***)

Soit n entier non nul et E = Mn(R) muni du produit scalaire canonique (A,B) 7→ Tr (A⊤B) et
de la norme euclidienne associée. On pose f : E → Rn dé�nie par

∀M ∈ Mn(R) f(M) =
(
Tr (M) Tr (M2) . . . Tr (Mn)

)
1. (a) Établir ∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥

(b) Montrer qu'il existe α ⩾ 0 tel que

∀A ∈ E |Tr (A)| ⩽ α∥A∥

2. Montrer que f est di�érentiable et déterminer df(M) pour M ∈ E.

3. (a) Montrer ∀M ∈ E rg df(M) = deg πM

(b) En déduire que l'ensemble des matrices de E dont le polynôme minimal est de degré
n est un ouvert de E.

Exercice 4 (****)

Soit
∑

an une série à termes positifs convergente. Établir
+∞∑
n=1

n
√
a1a2 . . . an ⩽ e

+∞∑
n=1

an

Exercice 5 (****)

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires réelles discrètes
indépendantes de même loi ayant un moment d'ordre 1 mais pas d'ordre 2. On se propose de
démontrer que la loi faible des grands nombres a toujours lieu.

Pour k et n entiers non nuls, on pose

Yk,n = Xk1|Xk|⩽n Sn =
n∑

k=1

Xk Tn =
n∑

k=1

Yk,n

1. Montrer
1

n
(E(Tn)− E(Sn)) −−−→

n→∞
0

2. Établir ∀n ∈ N P(Sn ̸= Tn) ⩽ nP(|X1| > n)

3. Soit ε > 0. Montrer

∀n ⩾ 1 P
Å∣∣∣∣ 1n(Sn − E(Tn))

∣∣∣∣ ⩾ ε

ã
⩽

V(Tn)

(εn)2
+ nP(|X1| > n)

4. Soit X variable aléatoire réelle discrète d'espérance �nie. Montrer

1

n
E(X21|X|⩽n) −−−→

n→∞
0

5. Démontrer la loi faible des grands nombres pour la suite (Xn)n⩾1.
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