Exercice 1 (Mines-Telecom 2019)

On pose Ve >0 S(x) =

1. Montrer que S est bien définie et continue sur | 0;+o00 |.

2. Déterminer lim S(x).
Tr—+00

3. Montrer que S est de classe €' sur |0;+o00 .

(e
1+ nx

Corrigé : 1. On pose  V(n,z) € N* x]0;+00| Un ()

Soit > 0. La séries Y u,(z) vérifie clairement le critére des séries alternées d’oi la convergence
n>1

simple de ) u, sur |0;+00[. Soit @ > 0. Par controle du reste, on trouve
n=1

1 1
v N ; R, (7)] < <
(n,x)E X[CLWLOO[ ’ (Z')| 1+(n+1)x 1+(n+1>a

d’otl [Rnlloo,fast00] —— 0
n—oo

ce qui prouve la convergence uniforme de la série de fonctions continues »u, sur tout segment
nx1

de ] 0;+00[. On conclut

La fonction S est bien définie et continue sur ] 0;+00|.

(—1)"z

2. On pose V(n,z) € N* x]0;+00] vp(z) = T

La série > v, vérifie le critére des séries alternées d’ou, par controle du reste
n=>1

T 1
: < <
V(n,z) e Nx]0;+00] |R”(x)|\1+(n+1):v\n+1

On en déduit la convergence uniforme sur |0;+00 [ de la série ) v, et comme on a

n=1
1)
Up () —— (1)
T—+00 n
on obtient, par théoréme de la double limite
S(@) = S o(e) —— 3
xS(x) = > vp(x
n=1 Tr—+00 n=1 n
In 2
D’ou S(l’) ~ _n_
T—+00 €T

3. La série Y u, est une série de fonctions de classe €. On a

n>1
-1 n+1
V(n,2) € N*xJ0;400[  w(2) = Elj—m;
Pour x > 0 fixé, on pose Yu >0 o(u) = (1 +uux)2

1



La fonction ¢ est de classe € sur | 0; +o00 [ et par dérivation

vy (T 4ur) (14 ur) — 2vu] (1 +uz) (1 — 2u)
Vu=0 #w) = (1 + ux)? B (1+ ux)?

X 1 . . X
On en déduit que ¢ décroit sur [— ;+00 | et par conséquent, la série Y wu/ vérifie le critére des
Xz n>1
séries alternées & partir d’un certain rang. Ainsi par controle du reste d’une série alternée, pour

a > 0, en observant que pour z > a, on a l'implication n > 1/a = n > 1/x, on obtient alors
1 n+1 1

V>~ Vo> R’ (2)| < < -
n a xr a | n(x)| (1+(Tl+1)$)2 (1+(n+1)a)2 " 400

On en déduit la convergence uniforme de ) u!, sur tout segment de | 0;+00 [ et on conclut
n=1

Se€¢'(]0;+00[,R)




Exercice 2 (Mines-Telecom 2018)

Nature et éléments caractéristiques de f € Z(R?) canoniquement associé a la matrice

1 1 2 =2
2 1 2

Corrigé : On considére 'espace R? euclidien orienté muni du produit scalaire canonique. Notant
(¢1,¢9,¢3) les colonnes de A, on vérifie

\V/(Z,j) € [[1a 3]]2 <Ciacj> :5i,j
Les colonnes de A forment une base orthonormée de R® d’ot A € O3(R). Avec les opérations

L3 < L3 + Ly puis Cy <= Cy — Cg3, on obtient det A = 1 d’ou A € SO3(R) autrement dit A est
la matrice d’une rotation de R3.

Ker (f —id ) = Vect (a)

FIGURE 1 — Rotation rot(a, 6)

On cherche I’ensemble des invariants de f. On trouve
AX =X < X € Vect(0,1,1)
On sait que A est orthogonalement semblable & diag(1, R(#)) avec 6 réel d’out
Tr A =1+ 2cos¥

1
On en déduit 0 € £ Arccos <§> + 217
Enfin, pour déterminer le signe sur 'angle, on calcule le déterminant d’une famille libre bien
choisie. On note a = (0, 1,1) et on choisit b = (1,0, 0) non colinéaire d a et ¢ = f(b) = £(1,—2,2).
On trouve dety(a,b,c) <0

On conclut

1
L’application f est la rotation d’axe dirigé par (0,1,1) d’angle — Arccos <§)




Exercice 3 (Mines-Telecom 2017)
. +00
Soit f:x — n;lm
1. Montrer que f est définie et continue sur | 0;+00 .

2. Déterminer un équivalent simple de f(x) lorsque z — 0 et x — +00.

1

Corrigé : 1. On pose  V(n,z) € N* x |0;+00] Up(x) = Tt
n2x

Pour z > 0, on a u,(x) ~ d’ou la convergence simple de la série de fonctions > u,,

n—+oo n2:L‘2
d’aprés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs. Pour a > 0, on a
1
1+ n2a?
La convergence normale et donc uniforme s’en déduit. Et comme il s’agit d’une série de fonctions
continues, on conclut

||un||oo,[a;+oo[ =

La fonction f est définie et continue sur |0;+o0 .

1
2. Soit x > 0. La fonction t 112 est décroissante, positive, continue sur [0;+00 | et par
x
comparaison série/intégrale, il vient

— :'C —
L 14222 S o 14t2a2

1 +00 1 +00
d’ou [— Arctan (tm)} < f(z) < [— Arctan (t:c)]
X 1 X 0
On en déduit flz) ~ —
n en dédui (x it

En revanche, I’encadrement ne permet pas de conclure sur un équivalent pour x — +oco. Comme

un(x) ~ —— pour tout n entier non nul, on pose
Tz—400 N2x
2 a?
v s e N* x 0, n = n =
(n,z) 10;+00] vn() = U, (x) [T na?

1

On a V(n,xz) € N* x]0;+00] 0 < vp(r) € =
n

ce qui prouve la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions Y v, et on a
n>1

1

T—+00 n2

Vn € N* vn ()
Ainsi, d’aprés le théoréme de double limite, il vient
+00

+00
2 _ J—
a f(x) = n;vn(af) pvwadd D

On conclut f(zx) ~ iz)
r—+oo I




Exercice 4 (Mines-Telecom 2017)

soit diagonalisable ?

Qo

1 a
Conditions sur les réels a, b, ¢, d pour que la matrice | 0 2
0 0

est triangulaire donc son spectre se lit sur sa diagonale.

O N
*L O

1
Corrigé : La matrice A= 0
0

Sid ¢ {1,2}, la matrice A posséde 3 valeurs propres distinctes et est d’ordre 3 d’oul son caractére
diagonalisable. Supposons d = 1. On a A diagonalisable si et seulement si dim E;(A) = m;(A) =
2. Puis, on trouve

0 a b
A—Igz 01 ¢
000
a b
et rg(A—Ig):rg<1 C>:1<:>ac—b:0

Enfin, supposons d = 2. On a A diagonalisable si et seulement si dim Eq(A) = ma(A) = 2. Puis,
on trouve

-1 a b
A-2;=1 0 0 ¢
0 00
et 1g(A—25)=1 <= ¢c=0

On conclut

La matrice A est diagonalisable si et seulement si
d¢{l,2}oud=1etac—b=0oud=2etc=0.




Exercice 5 (Centrale 2022)
I
Soit E = %°([0;1],R) muni de la norme définie par ||f||s = / f(t)? dt pour f € E. On pose
0

) (I—s)t sit<s
V(s,t) € [0;1] K(s,t) =
(1—t)s sinon

et V(f,s) €Ex [0:1] ﬂﬂ@%iAK@ﬁﬂO&

1. Montrer que T € Z(E).

. 1
2. Etablir VfeE T < ——=

f ITCHI2 3\/EHfllz

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de T.

Corrigé : 1. On remarque
V(s,t) €[0;1]? K(s,t) = (1 — max(s,t)) min(s, t)
s+t+]s—t s+t—|s—t
2 2

On en déduit la continuité de K sur [0;1]% comme composée de telles fonctions. Soit f € E. On
vérifie :
e Pour s € [0;1],on at— K(s,t)f(t) € €m([0;1],R) (et méme continue en fait).
e Pourt € [0;1],onas— K(s,t)f(t) € ¢€°([0;1],R).
e Domination : On a Y(s,t) € [0;1]? IK(s, ) f(t)| < |f(2)]
dominante intégrable sur [0;1] car continue sur ce segment. On en déduit T(f) € E et par
bilinéarité du produit et linéarité de 'intégrale, on conclut

T e Z(E)

avec max(s,t) = min(s,t) =

2. Soit (f,s) € E x [0;1]. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

ﬂMWz(AMmﬁ®&><AK@WMAﬂWM

1 1
Puis ITHIZ < 112 / ( / K(s,t>2dt> s

Soit s € [0;1]. Par relation de Chasles, on obtient

1 s 1
/ K(s,t)*dt = / (1 — s)%? dt+/ (1 —t)%s*dt
0 0 s

= 1((1—8)283—1—(1—8)352):1(1—5)232:1(52—253—1—54)
3 3 3
o YO ) 1 1
Ainsi /0 (/0 K(s,t) dt) ds = 3 <— — —+—> =55
On conclut VIEE TNl < ——]f]
n nciu < —
>3/t P

6



Remarque : L’énoncé d’origine demandait une majoration en , vraiment trés grossiére. . .

V3

3. Soit f € E. Par relation de Chasles, il vient
s 1
Vs e [0;1] T(f)(s) = / (1 —s)tf(t) dt+/ (1—1t)sf(t)dt
0 s ° 1
=(1-— d — d
(1 s)/D tf(t) t—i—s/s (1—1¢)f(¢)de

s 1
D’aprés le théoréme fondamental d’analyse, les fonctions s — / tf(t)dt et s — / (1—t)f(t)dt
0

sont de classe €' sur [0;1], primitives respectives de t — ¢f(t) et t — —(1 —¢)f(¢). On en
déduit que T(f) est de classe €' sur [0;1] et par dérivation, il vient

Vs e [0;1] T(f)(s) = —/Ostf(t) dt + (1 — s)sf(s) +/ (L—=1t)f(t)dt —s(1—s)f(s)

:/Slf(t)dt—/olf(t)dt

Comme précédemment, on en déduit T(f) € €'([0;1],R) et par dérivation

Vs [0;1]  T(f)"(s) = —=f(s)
Soit A réel et f € E tel que T(f) = Af. Si A =0, alors f = Og. On suppose A # 0. II découle de
Iégalité f = %T(f) que f € €%([0;1],R) et par dérivation

—_

no__ - //__l
=510 = =]

On en déduit

—l—ﬁsin( ) siA>0

S‘
b
~

t
(o - o cos <ﬁ>

vt e [0;1] ach<\/%_)\>+55h<ﬁ) siA<0

Or, on a la forme
Vs [0:1]  T(f)(s) = /0 (1 — max(s, £)) min(s, £) f (1) dt

1 1

Toi F0) = yTO) =0 et (1) = L T(1)(1) =0

On en déduit a = 0 quelque soit le signe de A puis on exclut A < 0 sans quoi on aurait § =0

1
et donc f nulle. Ainsi, on a A > 0 et sin <ﬁ> =0dou \ = avec k entier non nul et

L272
f € Vect (t — sin(mkt)). Réciproquement, on choisit f(t) = sin(wkt) pour t € [0;1] avec k
entier non nul. On a

£ = (k)

puis apres intégration

Vs e [0:1] ﬂD—ﬂ@z/ﬂ@ﬁz—wW/fwﬁ

d'oi Vs e [0;1] t/f@dﬁ=r%ﬁf@%ﬁﬂm

k)2

7



Par intégration par parties (licite, fonctions de classe €'), on trouve

! R [ eos(mkt)]t 1 [ (=P
/0 tf(t)dt = /0 tsin(mkt) dt = {_tT} ) + %/0 cos(mkt) dt = —

1 N cos(mk)  (—1)*

t ! = =
¢ (7?]{;)2f( ) Tk ok
1 1 1

Ainsi, on a / f(t)dt — / f(t)dt = f'(s)

s 0 (ﬂ.k)Q

1 /
ce qui prouve <T(f) — Wf) =0
1

Enfin, comme T(f) — ——— f s’annule en 0, la réciproque est établie. On conclut

(mk)?

Les valeurs propres de T sont les d’espaces propres associés

2].2
Vect (t +— sin(mkt)) avec les k entiers non nuls.

1
Remarque : La plus grande valeur propre de T est — ~ 0.1013. .. et la constante de majoration
7
1

3v10

établie précédemment est ~ (0.1054.... C’est donc une assez bonne majoration.



Exercice 6 (Mines-Telecom 2021)

.2 2
1o —2?(1+£)

Pour x réel, on pose  F(x) = /0 T dt et G(z) = /0 e dt
1. Montrer que F et G sont de classe € sur R.

2. Pour z réel, déterminer F'(z) en fonction de G(z) et G'(x).
+0oo
3. En déduire la convergence et la valeur de / et dt.
0

Corrigé : 1. On pose

e712(1+t2) 2
avec X = R et I = [0;1]. La fonction G est une primitive de la fonction continue g. Puis, on

vérifie :
e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) et intégrable sur le segment 1.
e Pourt € I, on a x — f(x,t) € ¢'(X,R). Par dérivation, on trouve

V(z,t) e X x1 ?(Q;,t) — _9pe v (1+t?)
x

0
e Pourx € X,;onat— a—f(x,t) € Cm(LR).
x
e Domination : Soit ¢ > 0. On a

%(w,t)' < 2a

et ¢t — 2a est continue par morceaux et intégrable sur le segment 1. La fonction F est donc de
classe ¢! sur [—a;a] pour tout a > 0 et par conséquent

V(z,t) € [—a;a] x1

’Les fonctions F et G sont de classe €' sur R.‘

of
ox

Remarque : On a V(z,t) e X x 1 (x,t)' < 2z|e

et par une étude de fonctions, on obtient

1

VieR  2z|e™ <22

ce qui permet de faire une domination globale (luxe inutile. . .).
2. Par dérivation, on trouve pour x réel
1 T
F'(z) + (G2)(2) = —2ze " / o~(@0? 4t 4 90" / et di
0 0

Le changement de variable © = xt (pour z # 0) dans la premiére intégrale permet d’obtenir

F'+(G*)' =0

Remarque : L’égalité vaut trivialement en z = 0.

3. La fonction F + G2 de dérivée nulle sur 'intervalle R est donc constante. Par conséquent

vz e R (F+G2)($)_(F+G2)<O)_/O 1itt2 :%




2

Par ailleurs, on a V(z,t) e X x1 0< fz,t)<e™

D’ou, aprés intégration Ve e X O0<F(z)<e™
et par encadrement F(z) —— 0
r—r+00
o s

Ainsi G(z) = 1 +o(1)

+oo ) T
On conclut L’intégrale / e~ dt converge et vaut ER

0

10



Exercice 7 (Mines-Telecom 2021)
Soit E euclidien. On note

A ([E)={f € Z[E) [V(xy) €E  (f(z).y) = —(z, [y)}
1. Soit f € o/(E) et % une base orthonormée de E. Que peut-on dire de matyf 7

2. On suppose dim E = 2 et note € (E) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent
avec tous les éléments de o7 (E). Montrer que €(E) est un sev de .Z(E) contenant <7 (E).

Corrigé : 1. Soit # = (e, ..., e,) base orthonormée de E et A = matyf = (ai7j)1<ij<n' On a
v(i,j) € [1; n]? a;; = (u(ej), e;) = — (ej,ule;)) = —aj;
Ainsi matgf € ,(R)

2. Soit # une base orthonormée de E. L’application Z(E) — #5(R),u — matgu étant un
isomorphisme, le probléme équivaut a résoudre 1’équation matricielle

a b\ (0 —w 0 —w)/(a b
VweR (c d)(w O>_<w 0><c d)
qui équivaut a a=d, b=-—c
Ainsi

a

f c %(E) <~ Hlatggf = (b

_ab> avec ((l, b) S R? «— mat%f € Vect (12, Eg’l — ELQ)

On conclut % (E) est un sev de .Z(E) contenant <7 (E).

11



Exercice 8 (Centrale 2021)

On dit qu'une suite (x,,), vérifier le critére (C) si et seulement si
Ve >0 Ing € N | Vn = ng Vp e N |Zpip — 20l <€
1. Soient R et r réels strictement positifs et a, b dans E. Montrer
Bs(a,r) C B¢(b,R) <= d(a,b) <R —r

Qu’en est-il pour les boules ouvertes?

2. On suppose E = R muni de la valeur absolue. Montrer que toute suite vérifiant (C)

converge. La réciproque est-elle vraie?

3. On suppose que toute suite de E vérifiant (C) est convergente. Montrer que I'intersection

de toute suite décroissante de boules fermées est une boule fermée.

Corrigé : 1. Supposons d(a,b) < R —r. Soit € Bf(a, ). Par inégalité triangulaire, il vient

lz—bl| < |lz —al| +|la—b] <r +R—r<R

d’ou l'inclusion. Supposons B(a,r) C Bf(b,R). Si a = b, I'inégalité attendue est triviale. Sup-

—a

b=l

b—x:(l—i-”l)i—CLH)(b—a)

posons a # b. On pose r = a r. On a x € By(a,r). Puis, on trouve

et comme z € B¢(b,R), il vient
,

Io—all = (14 1
[

b —all = b —al +r <R
—

d’ou 'inégalité attendue. Ainsi

Bf(a,r) C By(b,R) <= d(a,b) <R —7r

Supposons d(a,b) < R —r. Pour x € B(a,r), on a
e =0l < llz —al +[la = b <[z —a| +R—r <r+R-r=R

d’ou linclusion B(a,r) C B(b,R). Supposons ensuite cette inclusion. Soit n € [0;7[. On pose

0 b—a
16— all

Tr =

n. On a x € B(a,r) puis

b—xz(l#—Hbi—aH)(b—a)

et comme x € B(b,R), il vient  |[b—z| =|b—a|+n <R
d’ou Ve [0;r] |b—al| <R-—n
Faisant tendre 7 — 7, on conclut

B(a,r) C B(b,R) <= d(a,b) <R —r

2. Soit (z,,), suite réelle vérifiant (C). On dispose de ng entier tel que

VpeN | Tngtp — Tnel < 1

d’ou Vn € N |z,| < Max (|zol, .-, Tl 1+ |z0])

12



Ainsi, la suite (x,,), est bornée et admet donc une sous-suite convergente d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass. Soit € > 0 et ¢ extractrice telle que x,(,) — £. On dispose de ng et n;
n—oo

entiers tel que
Vn > ng Vp € N |Tpyp — x| < €

et Vn > ng }C%(n) — 6‘ <e¢

Ainsi, pour n > ¢ = max(ng, p(n1)), on trouve par inégalité triangulaire
|2 — €] < |2n = Tpg)| + [T — €] < 2¢

ce qui prouve Ty — 1

n—oo

Réciproquement, si x,, —— ¢, pour € > 0, on dispose de ng entier tel que
n—oo
€
Vn > ng |xn—€]<§

d’ou Vn>=ny VpeN |Tpsp — Tn| < |Tngp — € + |z, — € < ¢

On conclut

Une suite réelle est convergente si et seulement si elle vérifie (C).

Remarque : Une suite vérifiant (C) est appelée suite de Cauchy.

3. Soit (a,)n € EN et (r,), € RY telles que
Vn > 1 Bf(ant1,7mn+1) C Bylan, )
D’aprés le résultat de la premiére question, on en déduit notamment
Vn eN 0 < d(any1,an) <Tp —Tng1

ce qui prouve la décroissance de (r,),. Comme il s’agit d’une suite & valeurs positives, alors
celle-ci converge d’aprés le théoréme de limite monotone et vérifie donc (C). Soit €. On dispose
de ng entier tel que

Yn = ng Vp e N Tn = Tnip < €
et toujours d’apreés le résultat de la premiére question, il vient
Vn > ng Vp € N |antp — anl| <rp —1psp <€

ce qui prouve que la suite (ay,), vérifie (C) et est donc convergente. On note

r= lim r et a= lim a,
+o00
Soit = € ﬂBf(an,rn). On a Vn €N |z — an|| <
n=0

et faisant tendre n — 100, il vient ||z — a|| < r, c’est-a-dire = € By(a, ). Réciproquement, soit
x € By(a,r) et soient n, p entiers. D’apreés l'inclusion By (an4p, "nip) C Bran, 1), il vient

lan — @nipll <70 — oy
Faisant tendre p — +00, on trouve par continuité de la norme
|an —al|| <rp—7

Puis, par inégalité triangulaire, on obtient

13



|z —an)| <z —all+]la—an| <r+r0 —7 =1,

ce qui prouve x € By(ay,r,) et ceci vaut pour tout n entier. On conclut

+0o
ﬂ Bs(an, ) = By(a,r)
n=0

14



Exercice 9 (Centrale 2023)

1. Rappeler la formule de développement d’un déterminant par rapport a une ligne ou une
colonne. En déduire pour A € ., (R) une relation entre A, Com A et det A.

2. Soit A = (a;) € M, (R) avec

1<i,5<n
2 sit =7
V(i,j) e [1;n]*>  ay=q-1 sili—jl=1
0 sinon

Calculer det A.

3. Soit A € #,(R) dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, dont les autres

n
coefficients sont négatifs et tels que Y a;; > 0 pour tout i € [1; n].
j=1
(a) Montrer que la matrice A est inversible.
(b) Montrer que les coefficients de A~! sont positifs.

Corrigé : 1. Soit A = (a;;) € #,(R). On a

1<i,5<n
Viellin]  det(A) = Y (~1)*a,A,,
=1

et Vi € [[]_, nﬂ det(A) = Z(_l)i+jai7in7j

—1

<

ou A;; désigne le déterminant de la matrice extraite de A par suppression de la ligne ¢ et de la
colonne j avec (i,7) € [1; n]?. Par ailleurs, on a les formules de Laplace

A(ComA)" = (ComA)'A = det(A)L,

2. On note A,, = det A. On trouve en développant selon la premiére ligne pour n > 3
An = 2An—1 - An—2

La suite (A,), est récurrente linéaire d’ordre 2. On a A; = 2, Ay = 3 et on peut choisir Ay = 1
pour que la relation de récurrence soit compatibles pour n = 2. L’équation caractéristique est

r?—2r+1=(r-12%=0
Ainsi, on a A,, = an + b pour tout n entier et avec Ag = b =1 puis Ay = a+ b = 2, on conclut

VneN A,=n+1]

n
Variante : On peut aussi commencer par C; < Y C; et aprés développement selon la premiére
j=1
colonne, on trouve A,, = A,,_1 + 1 pour n > 2.

3.(a) Soit X € 4, 1(R) colonne non nulle telle que AX = 0. On a

Vie[l;n] ;jTj = Q;;T; + > aigr;=0
J=1 Jel1;n]~{i}
d’oil Vie[l;n]  agzi= > —agw
Jel1;n]~{i}
On choisit iy € [1; n] tel que |z;| = 1\[[/[axﬂ |z;]. T1 vient
ie[1;

)
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:C.

—y. | = . . I A . .

Qig,ig = |a10720| - Z Qg5 < Z aZoJ| ] | < Z i, j
jel1;n]~{io} Lig je[1;n]~{io} io je[1;n]~{io}

n
ce qui contredit ) a;, ; > 0. Par conséquent
i=1

’La matrice A est inversible. ‘

Remarque : Il s’agit d'un cas particulier de matrice a diagonale dominante stricte.

3.(b) On note B=A"1 =
biy.jo < 0. On a

et (i, jo) € [1; n]? tel que b;, j, = Min b; ;. On suppose

(b))
LIJ1<i,5<n 1<i,j<n

10,J0
V(i,j) € [1;n] > b =0 =0
k=1

En particulier, on obtient

Qigiobiogo = 2o (“@igk) brjo = bigje 2. (—aigk)
ke[15n]\{io} "~ ke[1;n]\{io}
20 Zbig,5
d’ou Qi i < Z <_ai07k)

ke[1;n]~{iwo}

ce qui contredit ’hypothése faite sur la matrice A. On conclut

Les coefficients de A~! sont positifs.
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Exercice 10 (Centrale 2023)

Soit (€2, o7, IP) un espace probabilisé et X, une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre
x> 0.

1. Calculer E(X,) puis établir

1
_ > — Z
P (X, — E(X;)| = ex) = O (a:)
+o00o na
Soit a réel et uy(z) = > — " pour x réel.
n=1 1T
2. (a) Préciser le domaine de définition de u,.
(b) Déterminer u; et us.
3. (a) Soit @ < 0. Montrer ua(z) = o(e”)

(b) Soit & €] —1;0[. Etablir  wu,(z) ~ %7

Tr—r+00

Corrigé : 1. D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il vient

1 1
P(Y, —E(Y:)| = < —V(Y,) = —
(2 ~E(Y)| > &) € s V(Ya) = -
o 1
Ainsi Ve >0 P(|Y,—x|>2ex) = O (—)
Z—+00 T
2.(a) Soit a. Pour n entier non nul, on a
(n+1)* n! <n+1> 1
= a
n® (n+1)! n n+1 n-oo

Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiére définissant u, est égal a +oo. On
conclut

’La fonction u,, est définie sur R tout entier. ‘

2.(b) La variable X, est dans L2, Par transfert, il vient

+00 +0 1 +00 +00 2
E(X,)=YnPX=z)=e"Y —z" EX?*)=YnPX=x)=e*> —a"
n=0 n:ln! n=0 n=1 n!
d’ou up(z) =e"EB(X,) et wuy(z) =e" (V(X,) +E(X,)?)
Ainsi uy(z) = ze® et wug(z) =z(l+x)e”

3.(a) Soit a < 0. Pour n entier, on note R, (z) le reste d’ordre n de la série définissant e ~“u,(z).
On a

R too gk e ” too gk 1
0 < Rp(z) =e™" < — <
(=) k:znz—i-l klklel = (n + 1)l k:Zn:—H kU (4 1)l
<
<e”

On dispose donc d’un controle uniforme du reste d’ot ||R,||cc — 0 et d’aprés le théoréme de
n—oo

double limite, il vient

xn

+00
lim e Pu,(x) = > lim e ™"—— =
T—r+00 n—=1T—+oo n!n|0‘|

17



Ainsi Va <0 ua(z) = o(e”)

Remarque : La convergence normale échoue ici.

3.(b) Soit @ € | —=1;0[. On pose
u® siu>0
0 siu=0

La définition de u,(z) garantit la convergence de la série > p(n)P(X, = n). Ainsi, par transfert,
il vient

— e
x a=1xon!
: Xy
Puis % Tus(x) —1=E <g0 (—) — gp(l))
x

Par inégalité triangulaire dans L!, il vient

2o (%) -om)| <& (e (5) - ot

On localise avec des fonctions indicatrices et on obtient pour € > 0

E (‘gp (%) — cp(l)‘) =F ( @ <&> — (1) ]l{|XIx|<6x}> +E <‘90 <%> - 90(1)‘ ]l{lxzx|>sx}>

x
Comme la variable X, est valeurs dans N, on observe que

-

Y\ )T ol
v — L gl X, >1
X x si
, Xe
Par conséquent ol — ] -1 <1+ led
x

et par suite

E < o <X7> - 90(1)‘ ]1{XM>E$}> < (@ + 1) P(X, — 2| > ex) = O <L) —o1)

rl-lof
Par continuité de ¢ en 1, pour d > 0, on peut choisir € > 0 tel que

Yu >0 lu—1<e = Je(u)—p1)|<d

. Xz
Ainsi E ('90 (7) - 90(1)‘ IL~{|Xacﬂc|<633}) <9
" Xz o .
On peut donc rendre la quantité |E <g0 (—) — go(l)) arbitrairement petite pour r — +00 et
x
on conclut
Uo(z) ~ x%”

T—r+00
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Exercice 11 (Centrale 2023)

1. Donner la définition de la multiplicité d’une racine d’un polyndéme puis sa caractérisation

a laide des dérivées successives du polynome.
!/

2. Soit P € C[X] non constant. Exprimer T a 'aide des racines de P.

3. Soir r > 0 et P € C[X]. On suppose que le polynéme P ne s’annule pas sur le cercle

% (0,r) du plan complexe. On pose
1 QWP/(reit)Teit
N,.(P)=— _—

(P) 2 )y P(relt)

Montrer que la quantité N,.(P) est égal au nombre de racines de P comptées avec multi-
plicité dans la disque D(0, ).

Corrigé : 1. Voir cours.

2. Soit P € C[X] non constant. Pour P = A [[(X — ;)™ on trouve

s
i=1

P’ S m;

p =X =y
3. Soit a € Cetr > |al. On a
1 [?" pel 1 [ dt 1 [?T+0 ra\n |
NT(X — CL) = — ” = — —_— = — <_) efmt dt
2m Jo ret —a 2m Jo 1— 2r Jo n=o \T
1 2m a\"”™ Cint ’CL| n ' N ’ o '
On a 22— <—> e ™| dt => | — | quiconverge en tant que série géométrique de raison
T Jo T T

a ., . N .
’—‘ < 1. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, il vient
,

N,(X —a)= if)o (E)H/%e—i”t dt =1
0

27Tn:0 T
—_—
577,,0
Supposons r < |a|. Il vient
1 2w Teit
N (X—a)=— —dt
ol ) 27m/0 — et
2 2
_ b Teitio <Z>neint dt = _L 5 (f>n+1 el q¢
2ma ), n=o \@ 27 )y =0 \a

) 1 2T rynt+l
La série Z—/ (—) eint1)t
21 Jo a
. r N , N . , . N . .
raison — < 1. D’apreés le théoréme d’intégration terme a terme, il vient

|al
1 +oo n+l 27
N,(X—a)=—-—>" <f> / et 4t = 0
0

2m n=0 \a
—_—
=0

r n+1 ‘ .
dt =>7 <m> converge en tant que sérié géométrique de

1 sir>|al
Ainsi Pour a € C,on a N, (X —a) =

0 sir<]a
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Soit P € C[X]. Si P est constant, on a clairement N,.(P) = 0 pour tout r > 0. Supposons P non

S
constant. On note P = A [] (X — ay)™* son écriture scindée dans C[X] garantie par le théoréme

k=1
de d’Alembert-Gauss. Pour 7 € | 0; +00 [\ {|a1|, ..., |as|}, il vient avec les résultats des questions
précédentes
1 [ my : s 1 [2™ pelt s
N, (P)=— ———vretdt =Y mp— [ ———dt = > mpN,.(X — ay)
2w )y p=irelt — g =1 2m )y rel —ay =1
Ainsi

Pour P € C[X] et > 0 tel que P n’a pas de racine de module égal a r, la quantité
N, (P) représente le nombre de racines compté avec multiplicité dans D(0, ).
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Exercice 12 (Mines 2019)

Pour n entier, on définit le polynéme de Laguerre L, par

e® dn
Ly (7) = e [e ™"

On note E={fe€ %R, R) |t f(t)e~" intégrable}

muni du produit scalaire

+00

V(f.9) €E*  (f,9)= f(t)g(t)e " dt

0
et A={f e FR,,R)| f admet une limite finie en +oco}

1. Vérifier que pour tout entier n, L, est un polynome de degré n et préciser son coefficient
dominant.
2. Vérifier que (f, g) — (f, g) existe et définit un produit scalaire sur E.

3. Pour n entier, calculer (L,,,X*) avec k € [0; n]. En déduire que (L,), est une famille
orthonormale de E.

+00

4. Mont Ya >0 L) =
ontrer a nZ::o<f ) e 1

5. En déduire f, € Vect (Ly,),.

6. Montrer que (f,), est une suite totale de E puis en déduire que (L), est une famille
orthonormale totale de E.

avec fo:trre

Corrigé : 1. Soit n entier. D’apres la formule de Leibniz, on a

_ k—xn_!k_znn w2
FIRRN (_1)n n nl n k;xk

2. Soit (f,g) € E?. L’intégrale définissant (f, g) existe en utilisant

(171 ~19)* >0 = fg < 5 (2 + )

L’application (f,g) — (f,g) est symétrique, linéaire en la premiére variable par linéarité du
produit et de lintégrale, positive par positivité de l'intégrale. Soit f € E telle que (f, f,) = 0.
La fonction ¢ — f2(t)e ™" est continue positive d’ou, par séparation de 'intégrale

Vi>0 e t=0 = Vi=0  f(t)=0

Ainsi L’application (f,g) — (f,g) est un produit scalaire sur E.

3.0On at s t* € E puisque t*e =t = o (1/t2) par croissances comparées. Par combinaison linéaire,
il s’ensuit que ¢t — P(t) € E pour tout P € R[X]. Soit n entier et £k € [0; n]. On a
1 +0o0o dn

L, XH=—[ S

(L, X5) n!), dt»
Avec le développement limité e '¢" = t" 4 o(¢"), il vient d’aprés le théoréme de Taylor-Young et
par unicité du développement limité, les dérivées de ¢ — e %" jusqu’a lordre n — 1 s’annulent
en zéro. Par ailleurs, on a

[e ~i"| tF dt
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n—j

dgrn=J :

Vie[l;n] t—e! et (t*)) polynomiale

Par suite
n—j n—j
; . —tyn) (+k\(5) —t4n —
V] € [[1, nﬂ dfn— [e t ] (t ) m) 0 et dtn—i [e t ] ‘t:O 0

D’ou aprés j intégrations par parties

po_ (S A eG)
(LX) =8 [ s et o ar

Supposons k € [0; n — 1]. Aprés k + 1 intégrations par parties, on obtient

_1\k+1 ptoo gn—(k+1)
L. Xk — ( 1) d —tyn] (+k\(k+1) dt=0
(Lo, X5) = =— A= e ~tt"] (%) t=

Et avec n intégrations par parties, on trouve

(L, X") = (_nll)n/omett" (™)™ dt = (—1)"/0+00 “Hrdt = (-1)"T'(n+ 1)

=n!

+00
ou I' est la fonction définie sur |0;+o00[ par I' : z — / ~le~t dt. Par intégration parties,

on vérifie que I'(x + 1) = 2I'(z) pour tout x > 0 et ['(1) = 1 d’oi, par récurrence, il s’ensuit
I'(n + 1) = n! pour tout n entier. Ainsi

0 sike[0;n—1]

Pour n entier (L, X*) = {< Drnl sik
—1)"n! sik=n

Il en résulte clairement que la famille (L,,), est orthonormale.

Remarque : On aurait trés bien éviter 'invocation du théoréme de Taylor-Young et se concen-
trer sur le terme (tk)(j). Mais l'intérét de cette approche est qu’elle s’étend spontanément a la
situation suivante.

4. Soit a > 0 et n entier. On a clairement f, € E
+o0 1 dn
— —at — T [a—t4mn
<fa,Ln>_/0 et e ]

Par des arguments identiques a précédemment, on a

n—j n—j
—— e "] —— 0 et .
den— [e ] t—+00 © dgn—i

Aprés n intégrations par parties, on trouve

_1 n +00 n +00
(far Ln) = — / (—a)re e~ At = a—, / tre—(+a)t q¢
0 0

vie[t;n] (e e "] 1o = 0

n! n!

Le changement de variable affine v = (1 4+ «)t donne

a \" 1 oo 1 a \"
(2] ] e 2
o Ln) l+a/ nl(1+a)l e A Ry

1 2n
Comme 7 i ~ € [0;1], la série géométrique TEE (1 i a) converge et on a
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+00 +00o 2n
Ya >0 Z(menp:;Z( (6] > :( 1 1 i 1

n=0 1+ a2 =5\1+a 1—|—a)21_ « T 2a+1
(1+ «)?
+00 1
5. Soit @ > 0. On a | fall? = /0 e~ Qatl)t qp — T
. . 9 +o0o 5
Ainsi [ fall® = 20<f0an>

D’aprés le résultat de 'exercice 1, on en déduit

Yo >0 fa € Vect (L)

6. On a A C E puisque si u € A, alors u = O(1). Soit f € E et posons
VneN Pn = J % ]l[O;n] + f(n)eif(n)Q(tin) X ]l[n;+oo[
Par construction, pour n entier, on a ¢,, continue sur R, avec ¢, (t) — 0 d’ott (py,), & valeurs
—+00

dans A. On a pour n entier par linéarité (car convergence des intégrales concernées)

lon — FII? = /+OO () - f(n)e_f(”)Q(t—N)re—t Gt

+00

+oo +oo
= f(t)2e~tdt — 2f(n)e™™? f(t)e T te~t 4t 4 f(n)QeQ”f(")2/ e 2/ +1] gy

lon— £ = nmf(t)Qe‘t dt — 2f (n)en n+oof(t)e‘f<”>2te—t a4 % < o
Ona [rwreta—o @ LU e 00 e <o)

Enfin, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur 'espace € ([n;+0o|,R), on obtient
+00

+00 2
( f(t)ef<">2tetdt> < f2(t)e~tdt / e 2/ )’te—t gy

n n n

+00

) +00 ) 2 +0o0
d’ou ‘Qf(n)e”f(") f(t)e=f7te—t dt' < _ 21/l e_"/Q\/ f2(t)e—tdt

V2f(n)?+ 11\

-~ -~

=0(1) =o(1)

n

Par suite lon — fIl —— 0
n—o0

ce qui prouve que A = E. Puis considérons g € A et posons

g(—Inu) siue]0;1]

lim g(x) siu=0
Tr—r+00

Vue[0;1] h(u)—{

Par construction, on a h € €([0;1],R). D’aprés le théoréme de Weierstrass, on a
Ve>0 IPERKX] | h—Plojoa <e

Comme ||h—P|lsj0;1] < [[h—Pllo,j0;1) pour P € R[X] et comme ¢ : ¢ — e " réalise une bijection
de Ry sur |0;1], il vient

Ve >0 dP e RX] | |lg=Pov| o oo <€
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d’ou lg—Potl] = \//O+OO [g(t) —Poy(t)Petdt < ”/Omere_t dt =¢

Enfin, on a {Pov, PeR[X]|} = Vect (f)n et Vect(fn), CA
On a montré A C Vect (fo)n

d’ou E = A C Vect (f,)n C Vect (L), CE

On conclut La famille (L,,),, est une famille orthonormale totale de E.
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Exercice 13 (Mines 2021)

Soit (X;)1<i<n une famille de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [1; N].
Calculer E(Card {Xq,...,X,}).

P
Corrigé : On a Rn = > Tiegxy,.. Xn}

77777

D’oi, par linéarité de 'espérance (les variables aléatoires sont finies)
p
E(R,) = YP(k € {Xi,....X,})
k=1

et pour k € [1; p]

p

P(k ¢ {Xi,...,Xu}) ZIP’(ﬂ{Xﬁék}) :z]jlp(xﬁék) _ (Ey

Ainsi ER,) = i (=P ¢ X, X)) =p <1 B (29;]')”)

k=1
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