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Préparation a ’oral - Feuille n°1

Exercice 1 (CCINP 2024)

3x+7
(x4 1)2

1. Pour x € R\ {—1}, décomposer f(z) en éléments simples.

On pose Ve e R\ {-1} flz) =

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle | —r ;7 [ avec r > 0.
On donnera le développement et on précisera l'intervalle de convergence.

3. (a) Soit > a,z" une série entiére de rayon R > 0 et g sa somme définie sur | —R;R|.
Exprimer, en le prouvant, a, en fonction de g (0).
(b) En déduire le développement limité de f & 'ordre 3 au voisinage de 0.

Corrigé : Exercice 2 CCPINP 2024

Exercice 2 (CCINP 2024)
Soit n entier avec n > 2 et E = K, [X]. On pose f(P) =P — P’ pour tout P € E.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres : sans utiliser de matrice de f, en utilisant
une matrice de f.

2. Soit Q € E. Trouver P tel que f(P) = Q.
Indication : Si P € E, quel est le polynome P™+1) ?

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Corrigé : Exercice 59 CCINP 2024

Exercice 3 (CCINP 2024)

Soit N entier non nul, p € ]0;1[, ¢ = 1 — p. On considére Xy,..., Xy variables aléatoires
indépendantes de loi 4(p).

1. Pour i € [1; NJ et n entier non nul, déterminer P(X; < n) puis P(X; > n).
2. On pose Y = min(Xy, ..., Xy).

(a) Pour n entier non nul, calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n) puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loi de Y et préciser E(Y).

Corrigé : Exercice 102 CCINP 2024
Exercice 4 (Mines-Telecom 2024)
Quel est le nombre d’applications f: [1; n] — [1; n] telles que fo f= f?

Corrigé : Soit f une telle application. On note Im f = {y,...,y,} avec p € [1; n]. Pour
ie€[1;p], on dispose de x; € [1; n] tel que f(z;) =y, et

flyi) = (f o f)(@:) = f(x:) =y
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ce qui signifie que les y; sont points fixes de f. Par ailleurs, on a

Vee[l;n]NIm f fx) ey, - ypt
et il n’y a pas d’autre contrainte puisque pour z € [1; n] ~ Im f, on dispose de i € [1; p] tel
que f(z) = y; puis
(fo @)= fyi) =vi = f(x)

ce qui correspond & choisir une application de [1;n] ~ Im f dans Im f. Ainsi, le nombre
d’applications vérifiant la condition imposée consiste a choisir p points fixes dans [1; n] avec
p € [1;n] (ensemble d’arrivée n’est pas vide) qui vont constituer Im f ce qui fait (Z) choix
puis une application de [1; n]~\Im f dans Im f ce qui fait p" P et ceci pour p variant de [1; n]
par union disjointe selon le cardinal de Im f. Formellement, on obtient

(Feltn]m | fof=7f}=
|_| |_| {fe[[l;n]][[l;”MVasEI flx)=2 et Vré¢l f(x)el}

p=11IC[1;n] | Card I=p

On conclut Card {f e [1;n]l""V | fof=f}= i(;)pn_p
p=1

Exercice 5 (Mines-Telecom 2024)

+00o
On pose flz) =Y e»vn

n=0
1. Déterminer I le domaine de définition de f.
2. Montrer f € €>(I,R).

3. Déterminer un équivalent simple de f(z) lorsque = — 0.
Corrigé : 1. On pose V(n,z) ENxR  f,(z) =e 2V

1 ) .
Pour z > 0, on a f,(x) = o <—2 par croissances comparées d’ou la convergence simple de
n—+oo n

> fusur ]0;+00[. Pour x <0, on a f,(z) > 1 d’ou la divergence grossiére de »_ f,, sur | -00;0].
On conclut

La fonction f est définie sur I =]0;+00].

2. Pour n entier, on a f,, € €°°(I,R). Par dérivation, on trouve pour n et k entiers
ve>0  fP@) = (—yn)emvn

Ainsi, pour a > 0, on obtient

1
HfT(lk)Hoo,[a;Jroo[ = nge—a\/ﬁ = (0] <—>

n—+oo n2

par croissances comparées. On en déduit la convergence normale donc uniforme de Zugk) sur
[a;+00 [ pour tout a > 0 pour tout k entier. On en déduit

fe€>(R)




3. Soit # > 0. La fonction ¢ — e *V! est continue, décroissante, positive sur [0;+o00[. Par

comparaison série/intégrale, on a

k+1 k
Vk e N / e_mﬁdtée_””ﬂ et VE>1 e‘mﬁé/ etV qt
k k

~1
D’ou, aprés une sommation adéquat, intégrale et somme étant de méme nature

+oo +00 +o0
/ e Vidt < Ze—$ﬁ<1+/ e #Vidt
0 0

n=0

+00 2
et on trouve Ve >0 / e ™Vidt = —
0 x

Ainsi S(x) ~ —

Exercice 6 (Mines 2024)

Soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Montrer

. nln(2)
Vn €N o(n) = () T (@)

;g

-
Corrigé : Soit n > 2 entier. On note n = [ p{"* sa décomposition en facteurs premiers avec r
=1

7

entier non nul, les p; nombres premiers strictement ordonnés et les «; entiers non nuls. On a
r 1

o) =n T (1- )

i=1 Di

Par récurrence (finie), on obtient p; > ¢ + 1 pour tout i € [1; r]. Cest vraie pour i = 1 et
I’hérédité est immédiate. On en déduit

r 1 r 7 n
w(n) ”Hl< 1) TR T

pi=[[2=2
=1 =1

=

.
Par ailleurs, on a n=[[p" >
i=1

d’ou r1n(2) < In(n)

Enfin, comme 'inégalité est trivialement vraie pour n = 1, on conclut

. nln(2)
Vn eN o(n) = () T (@)

Exercice 7 (Mines 2024)
Soit (uy,), la suite définie par ug > —1 et u,1 = u, + u> pour n entier.

1. Montrer que la suite (u,), admet une limite.

In(w, .
2. On suppose uy > 0 et on pose v, = % pour n entier.
(a) Montrer la convergence de (v,), vers un réel a puis établir
1
Vn e N 0<a—v, <
2nun



(b) Déterminer un équivalent simple de u,, pour n — +o0.

3. Déterminer un équivalent simple de w,, pour n — +0o dans le cas ugp € | —1;0].

Corrigé : 1. La suite (u,), est clairement croissante et par limite monotone, on conclut

La suite (uy,), admet une limite.

2.(a) Par croissance, on a u, > ug > 0 pour tout n entier et la suite (v,), est donc bien définie.

In(up1)  In(uy,) 1 1
On a Vn € N Upa1 — Up = 2n+J1r - :2n+1ln 1+u—n

Ainsi, par convexité de In et croissance de (uy,)y, il vient

1 1
X
2n+1un 2n+1u0

Par comparaison, la série téléscopique Y [v,41 — v, et on en déduit

Vn € N 0 < vpy1 — v, <

v, —— a€R

n—oo

Par sommation, on obtient pour n entier

+o0o +00 1 1 +00 1
0< Vpa1 — Ui| < - < =
S gl S S s
Autrement dit Vn € N 0<a—wv, < o
un

2.(b) Supposons qu'il existe ¢ > 0 telle que u,, — £. Par continuité de x — z+x% sur [0; +o00 |,

n—0o0
il s’ensuit £ = ¢ + ¢ d’ou £ = 0 ce qui est absurde puisque u, = ug > 0 pour tout n entier. On

en déduit u,, — +00 puis

n—o0

In(u,) = 2"a+o0(1)

n—+oo

et par continuité de ’exponentielle, on conclut

n
U, ~ € 2"«
n—+oo

3. On suppose uy € | —1;0]. L’intervalle [—1;0] est stable par x — 2% + x et par conséquent,

la suite (uy,), est croissante majorée donc convergente. On note ¢ = lim wu,. Par continuité de
n—+0oo

x+— x+ax?sur [—1;0], on obtient £ = £+ ¢* d’on £ = 0. On suppose ug € | —1;0[ car si ug = 0,

la suite stationne. Par récurrence, on montre u, € | —1;0[ pour tout n entier. Puis, on a

1 1 1 1
= — = — (11— n n
Unp+1 Up 1+ 1w, n—+oo uy, ( tn O(” >)

1 1
|
Un+41 Up M0

d’ou

D’aprés le théoréme de Césaro, il vient

1n=l7 1 1
— - — -1
N = LUK+1 Ul n—oo
1
On conclut Uy ~ ——
n—+oo N




Exercice 8 (Centrale 2024)
Soient A, B dans .#,,(C) telles que Sp (A) N Sp (B) = 2.

1. Rappeler le théoréme de Cayley-Hamilton et le prouver dans le cas diagonalisable.

2. (a) Montrer que les matrices xa(B) et xg(A) sont inversibles.

(b) Montrer que pour toute matrice C € .#,(C), il existe une unique matrice D € .#,,(C)
telle que AD — DB = C.

3. Soit C € 4,(C).

: AlC AlO
(a) Montrer que les matrices (T‘?) et <T‘§> sont semblables.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les matrices A et B pour que la

matrice ( ﬁ g > soit, diagonalisable.

Corrigé : 1. Soit u € Z(E) avec E un K-ev de dimension finie. D’apreés le théoréme de Cayley-
Hamilton, on a x,(u) = 0¢m®). Supposons que & = (e1,...,e,) est une base de diagonalisation

de u associée aux valeurs propres Aq, ..., A,. On a x, = [[(X = \;) puis
i=1

Vie[l;n] Xu(u)(e;) = ke[[lQ]] {'}(u — Apid) o (u— N;id)(e;) = Og

ce qui prouve que x,(u) s’annule sur la base # et par conséquent y,(u) = 0.2 ().

2.(a) D’apreés le théoréme de d’Alembert-Gauss, on peut écrire

= I (X=xm®
AESD (A)

Puis xa(B) € GL,(C) < [] (B - \L,)™® ¢ GL,(C)
AeSp (A)

@wa(H<BAWM)= [T 1(=D)s))™® £0

AeSp (A) XeSp (A)
xa(B) € GL,(C) <= VA€ Sp(A) A ¢ Sp(B)

Par symétrie des roles, on conclut
xa(B) € GL,(C) et xg(A) € GL,(C)
2.(b) On pose ® : E — E, X — AX — XB. Soit X € Ker ®. On a AX = XB d’on A*X = XB*

pour k entier par récurrence et par conséquent P(A)X = XP(B) pour P € C[X]. En particulier,
pour P = yp, il vient

xB(A)X = Xxg(B) =0

La matrice xg(A) étant inversible, on en déduit X = 0 d’out @ injectif et comme c’est un
endomorphisme en dimension finie, on conclut

® € GL(E)

3.(a) On pose P = ( Ig P) On trouve P! = (%‘7).011 en déduit
P_1<A O)P_<I D)(A D) (AAD—DB)
o/B/  ~\o]|I, olB/ \o0| B
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On conclut | Les matrices sont semblables. |

3.(b) On note M = diag(A, B). On trouve P(M) = diag(P(A),P(B)). S’il existe P annulateur
de M scindé a racines simples, alors on en déduit A et B diagonalisables. On suppose A et B
diagonalisables. Les polyndémes 75 et g scindés a racines simples n’ont pas de racines communes
et par conséquent, le polynome P = w7 est scindé & racines simples et est annulateur de M.
On en déduit que la matrice M est diagonalisable si et seulement si les matrices A et B le sont
et d’aprés le résultat de la question précédente, on conclut

( I(A) g ) diagonalisable <= A, B diagonalisables

Exercice 9 (Centrale 2024)

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé. On définit la fonction de répartition d’une variable aléatoire
X notée Fx par

Ve eR Fx(z) =P(X < 7)
1. Soit X une variable aléatoire réelle discréte. Montrer

la fonction Fx croit et Fx(z) —— 1
T—>+00

Soit E une partie dénombrable de R et soient X et (X,,),, des variables aléatoires a valeurs
dans E. On suppose

VeeE PX,=z2) — PX=12x)

n—oo

2. Montrer Y IPX,=2)-PX=2)] —0

z€E n—o0

3. Montrer que la suite (Fx, ), converge uniformément vers Fx.

Corrigé : 1. Soit z < y. On a {X <z} C {X <y} d'ou la croissance de Fx par croissance de
P. La fonction Fx est croissante bornée donc admet une limite finie en +0o par limite monotone.
Ainsi

lim Fx(z)= lim Fx(n)

r—r+00 n—+oo

La famille ({X < n}), oy est croissante pour 'inclusion d’oil, par continuité croissante,

n—o0

FX(n):P(Xgn)—>P<DO{X<n}> =PXeR)=1

n=0

On conclut Fx croit et Fx(t) —— 1

r—r+00

2. On note E = {xy, k € N} et on pose

Par propriété des sommes de termes positifs, il vient

+oo
Vn € N Z |P(Xn = 517) - P(X = ZU)| - Z |pn,k —pk| = kE |pn,k —pk!
=0

r€E keN

On observe pour (n, k) € N?



|pn,k - Pk’ = Pnk T Dk — 2ug(n) avec Uk(n) = min(Pn,k>Pk)

Chaque terme est un terme de série convergence et il vient par linéarité du symbole somme
+00 +00 +00 +00
Vn € N Yo Pk = Pkl = DoPnk + Dok — 2D uk(n)
k=0 k=0 k=0 k=0

On a V(n,k) € N2 0 < up(n) < pi

On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions > ug. Comme on
a ug(n) —— py pour tout k € N, il vient par double limite
n—o0

+0o +00o
dug(n) — dopr=1
k=0 o0 k=0
On conclut Y IPX,=2)-PX=2)] —0
zek n—00

3. Soit y € E. Par linéarité du symbole somme et inégalité triangulaire pour des familles som-
mables, il vient

Fx, () =Fx@)=| > PXo=2)- > PX=uz)

z€E, <y z€E, <y
| ¥ =2 -PX=2)|< ¥ [PX,=1)—P(X=2)
z€E, z<y zeE,x<y
d’ou IFx, = Fxllo < X2 [P(Xy = 2) = P(X = z)|
z€E
Ainsi IFx, — Fx|loo —— 0
n—00




