
Exercice 1 (Navale 2018)

1. Soit A ∈ GLn(R). Montrer

A diagonalisable ⇐⇒ A− A−1 diagonalisable

2. Écrire un programme en langage python permettant de simuler une loi géométrique de
paramètre p ∈ ] 0 ; 1 [.

Corrigé : 1. Le sens direct est immédiat. On suppose A − A−1 diagonalisable. On note v
l'endomorphisme canoniquement associé à A−A−1 et u l'endomorphisme canoniquement associé
à u. Les endomorphismes commutent clairement. Soit λ ∈ Sp (v) et uλ induit par u sur Eλ(u).

On a u2
λ − λuλ − id = 0

Le polynôme X2 − λX − 1 est annulateur de uλ et scindé à racines simples car de discriminant
> 0. Ceci prouve que l'induit uλ est diagonalisable. On peut donc choisir une base Bλ de vecteurs
propres de uλ et la concaténation

⊎
λ∈Sp (v)

Bλ forme une base de vecteurs propres de u. On conclut

A diagonalisable ⇐⇒ A− A−1 diagonalisable

2. On saisit

def geom(p):

res=1

while ber(p)==0:

res+=1

return res
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Exercice 2 (Mines 2023)

1. Soient λ1, . . . , λn, a1, . . . , an des réels véri�ant a1 < . . . < an et la fonction f : x ∈ R 7→
n∑

k=1

λke
akx. On suppose que la fonction f s'annule n fois. Montrer λ1 = . . . = λn = 0.

2. Soient b1, . . . , bn des réels véri�ant b1 < . . . < bn et A =
(
e aibj

)
1⩽i,j⩽n

. Montrer que la
matrice A est inversible.

3. Établir det(A) > 0

Corrigé : 1. On procède par récurrence. La propriété est immédiate pour n = 1. On la suppose
vraie pour n entier non nul �xé. Soient λ1, . . . , λn+1, a1, . . . , an+1 des réels avec a1 < . . . < an+1

tels que la fonction f : x ∈ R 7→
n+1∑
k=1

λke
akx s'annule n + 1 fois. Si λn+1 = 0, c'est immédiat par

hypothèse de récurrence. Supposons λn+1 ̸= 0. On a pour x réel

f(x) = 0 ⇐⇒ λn+1e
an+1xg(x) = 0 avec g(x) = 1 +

n∑
k=1

λk

λn+1

e (ak−an+1)x

Par conséquent, la fonction g s'annule n + 1 fois et d'après le théorème de Rolle, la fonction g′

s'annule n fois avec

∀x ∈ R g′(x) =
n∑

k=1

µke
bkx et ∀k ∈ [[ 1 ; n ]] µk = (ak − an+1)

λk

λn+1

, bk = ak − an+1

On a b1 < . . . < bn et par hypothèse de récurrence, on en déduit la nullité de µk et donc des λk

pour k ∈ [[ 1 ; n ]] et le résultat suit. On conclut

L'hypothèse faite sur la fonction f implique λ1 = . . . = λn.

2. On écrit une combinaison linéaire nulles de lignes de A qui donne

∀j ∈ [[ 1 ; n ]]
n∑

k=1

λke
akbj = 0

avec les λk réels. Ainsi, la fonction f : x ∈ R 7→
n∑

k=1

λke
akx s'annule n fois d'où λ1 = . . . = λn = 0.

La famille des lignes est donc libre et on conclut

La matrice A est inversible.

3. On choisit bj = j−1 pour tout j ∈ [[ 1 ; n ]]. Alors, la matrice A est une matrice de Vandermonde
et on trouve

det(A) =
∏

1⩽i<j⩽n

(e aj − e ai) > 0

On pose ∆ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 < . . . < xn}

Il s'agit d'un convexe de Rn. Par conséquent, l'image de ∆ connexe par arcs par l'application
continue φ : (b1, . . . , bn) 7→ det

(
e aibj

)
1⩽i,j⩽n

est un connexe par arcs de R. C'est donc un intervalle
de R qui ne contient pas zéro d'après la question précédente. Le cas particulier précédent montre
que Im φ ∩ ] 0 ; +∞ [ ̸= ∅ et par conséquent Im φ ⊂ ] 0 ; +∞ [ et on conclut

det(A) > 0
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Exercice 3 (Mines 2022)

Soit (Xn)n⩾1 suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique G (p) avec p ∈ ] 0 ; 1 [.
On note Mn = Max (X1, . . . ,Xn). Montrer qu'il existe un réel ℓ tel que

∀ε > 0 P
Å∣∣∣∣ Mn

ln(n)
− ℓ

∣∣∣∣ ⩾ ε

ã
−−−→
n→∞

0

Corrigé : On note q = 1− p. Soit k entier non nul. On a par indépendance des Xi

P(Mn ⩽ k)) = P

(
n⋂

i=1

{Xi ⩽ k}

)
=

n∏
i=1

P(Xi ⩽ k)

puis par égalité en loi

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] P(Xi ⩽ k) = P

(
k⊔

ℓ=1

{Xi = ℓ}

)
=

k∑
ℓ=1

P(Xi = ℓ) =
k∑

ℓ=1

pqℓ−1 = p
1− qk

1− q
= 1− qk

et la formule vaut aussi pour k = 0. Ainsi, on a

∀k ∈ N P(Mn ⩽ k) = (1− qk)n et P(Mn > k) = 1− (1− qk)n

Soit ε > 0. On a pour n ⩾ 2

P
Å∣∣∣∣ Mn

ln(n)
− ℓ

∣∣∣∣ ⩾ ε

ã
= P(Mn ⩾ (ℓ+ ε) ln(n)) + P(Mn ⩽ (ℓ− ε) ln(n))

On note ∀n ∈ N∗ an = P(Mn ⩽ (ℓ− ε) ln(n)) et bn = P(Mn ⩾ (ℓ+ ε) ln(n))

Soit n entier non nul. Par croissance de la partie entière, on a

{Mn ⩽ (ℓ− ε) ln(n)} = {Mn ⩽ ⌊(ℓ− ε) ln(n)⌋}

d'où an = (1− q⌊(ℓ−ε) ln(n)⌋)n

On choisira ℓ et ε de sorte que ℓ− ε > 0 car si on a ℓ− ε ⩽ 0, l'événement {Mn ⩽ (ℓ− ε) ln} est
impossible. On a ln(n) −−−→

n→∞
+∞ d'où ⌊(ℓ− ε) ln(n)⌋ −−−→

n→∞
+∞ et comme q < 1, il s'ensuit

an = exp
(
n ln

(
1− q⌊(ℓ−ε) ln(n)⌋)) avec q⌊(ℓ−ε) ln(n)⌋ −−−→

n→∞
0

puis n ln
(
1− q⌊(ℓ−ε) ln(n)⌋) ∼

n→+∞
−nq⌊(ℓ−ε) ln(n)⌋

∼
n→+∞

− exp (ln(n) + ⌊(ℓ− ε) ln(n)⌋ ln(q))

Or, on a 1 +
⌊(ℓ− ε) ln(n)⌋ ln(q)

ln(n)
−−−→
n→∞

1 + (ℓ− ε) ln(q)

On souhaiterait que cette limite soit > 0 pour tout ε > 0. On choisit ℓ = − 1

ln(q)
ce qui garantit

ℓ > 0 et rend possible ℓ− ε > 0 pourvu que ε soit pris assez petit. Ainsi

ln(n) + ⌊(ℓ− ε) ln(n)⌋ ln(q) −−−→
n→∞

+∞

et par conséquent an −−−→
n→∞

0

Ensuite, on a {Mn ⩾ (ℓ+ ε) ln(n)} =
n⋃

i=1

{Xi ⩾ (ℓ+ ε) ln(n)}
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Par inégalité de Boole et égalité en loi des Xi, il s'ensuit

P(Mn ⩾ (ℓ+ ε) ln(n)) ⩽ nP(X1 ⩾ (ℓ+ ε) ln(n))

Par croissance de la partie entière supérieure, il vient

P(X1 ⩾ (ℓ+ ε) ln(n)) = P(X1 ⩾ ⌈(ℓ+ ε) ln(n)⌉) = 1− (1− q⌈(ℓ+ε) ln(n)⌉−1)n

On a (1− q⌈ℓ+ε) ln(n)⌉−1)n = exp
(
n ln

(
1− q⌈(ℓ+ε) ln(n)⌉−1

))
avec n ln

(
1− q⌈(ℓ+ε) ln(n)⌉−1

)
∼

n→+∞
−nq⌈(ℓ+ε) ln(n)⌉−1

∼
n→+∞

exp (− ln(n) + (⌈(ℓ+ ε) ln(n)⌉ − 1) ln(q))

∼
n→+∞

exp (ln(n)(ε ln(q) + o(1)))

On en déduit bn −−−→
n→∞

0 et on conclut

∀ε > 0 P
Å∣∣∣∣ Mn

ln(n)
+

1

ln(q)

∣∣∣∣ ⩾ ε

ã
−−−→
n→∞

0
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Exercice 4 (Centrale 2019)

Soit n entier non nul et E = Mn(R) muni du produit scalaire canonique.

1. Montrer ∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥

2. On �xe A ∈ E. On pose

∀M ∈ E f(M) = 2M−MAM

On dé�nit la suite (Mk)k par M0 ∈ E et Mk+1 = f(Mk) pour k entier. On suppose
∥In − AM0∥ < 1.

(a) Montrer que la matrice A est inversible.

(b) Établir Mk −−−→
k→∞

A−1

Corrigé : 1. Soit (A,B) ∈ E et C = AB. On a ∥C∥2 =
∑

1⩽i,j⩽n

c2i,j puis, d'après l'inégalité de

Cauchy-Schwarz dans Rn

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 c2i,j =

Å
n∑

k=1

ai,kbk,j

ã2
⩽
Å

n∑
k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ã
d'où ∥C∥2 ⩽

∑
1⩽i,j⩽n

ïÅ
n∑

k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ãò
Ainsi ∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥

2.(a) On pose B = In − AM0. Une récurrence immédiate permet d'établir ∥Bk∥ ⩽ ∥B∥k pour
tout k entier non nul. Il s'ensuit que la série

∑
Bk converge absolument et par continuité du

produit matriciel et téléscopage

(In − B)
N∑

k=0

Bk =
N∑

k=0

[
Bk − Bk+1

]
= In − BN+1 −−−→

k→∞
In = (In − B)

+∞∑
k=0

Bk

Ainsi AM0

+∞∑
k=0

Bk = In

On conclut La matrice A est inversible.

2.(b) On pose ∀k ∈ N Ck = In − AMk

Soit k entier. On a

Ck+1 = In − AMk+1 = In − A(2Mk −MkAMk) = (In − AMk)
2

d'où ∥Ck+1∥ ⩽ ∥Ck∥2

Le logarithme, sous réserve qu'il soit bien dé�ni, donnerait une suite géométrique de raison 2.
En suivant cette idée, on obtient par une récurrence immédiate

∀k ∈ N ∥Ck∥ ⩽ ∥C0∥2
k

Comme ∥C0∥ < 1, il s'ensuit que Ck −−−→
k→∞

0 et on conclut

Mk −−−→
k→∞

A−1
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Exercice 5 (CCINP 2021)

On pose ∀x > 0 S(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ x

1. Montrer que S est dé�nie et de classe C 1 sur ] 0 ; +∞ [.

2. Déterminer la monotonie de la fonction S.

3. Montrer ∀x > 0 S(x+ 1) + S(x) =
1

x

En déduire un équivalent simple de S(x) pour x → 0.

Corrigé : 1. Soit x > 0. La série
∑

un(x) converge simplement d'après le critère des séries
alternées puisque la suite (|un(x)|)n est décroissante de limite nulle. Les fonctions un sont de
classe C 1. Par dérivation, on trouve

∀(n, x) ∈ N× ] 0 ; +∞ [ u′
n(x) =

(−1)n+1

(n+ x)2

Ainsi, pour a > 0 ∀n ∈ N ∥u′
n∥∞,[ a ;+∞ [ =

1

(n+ a)2
= O
Å

1

n2

ã
Par conséquent, la série de fonctions

∑
u′
n converge normalement donc uniformément sur tout

segment de ] 0 ; +∞ [ et comme la série
∑

un converge simplement sur ] 0 ; +∞ [, on conclut

La somme S est bien dé�nie et de classe C 1 sur ] 0 ; +∞ [.

2. Par dérivation, il vient

∀x > 0 S′(x) =
+∞∑
n=0

u′
n(x) =

+∞∑
n=0

(−1)n+1

(n+ x)2

Pour x > 0, la série
∑

u′
n(x) véri�e clairement le critère des séries alternées et sa somme est

donc du même signe que son premier terme à savoir négatif. On conclut

La fonction somme S décroît sur ] 0 ; +∞ [.

3. Soit x > 0. Avec un changement d'indice, il vient

S(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ x
=

1

x
+

+∞∑
n=1

(−1)n

x+ n
=

1

x
+

+∞∑
n=0

(−1)n+1

n+ x+ 1
=

1

x
− S(x+ 1)

Ainsi ∀x > 0 S(x+ 1) + S(x) =
1

x

Par continuité, on a S(x+ 1) −−→
x→0

S(1) =
x→0

o
Å
1

x

ã
On en déduit S(x) ∼

x→0

1

x
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Exercice 6 (CCINP 2023)

Soit E = C[X] muni de la norme dé�nie par ∥P∥ = Sup
k∈N

|ak| avec P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ E. Pour b ∈ C,

on pose

∀P ∈ E f(P) = P(b)

1. Montrer que l'application ∥ · ∥ est une norme sur E.

2. Établir que si |b| < 1, alors l'application f est continue.

3. Étudier la continuité de f si |b| = 1. On pourra considérer Pn =
n∑

k=0

b̄kXk pour n entier.

4. Montrer que si |b| > 1, alors l'application f n'est pas continue.

Corrigé : 1. Immédiat.

2. Supposons |b| < 1. Pour P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ E, on a par inégalité triangulaire

|f(P)| ⩽
+∞∑
k=0

|ak| |b|k ⩽ ∥P∥
n∑

k=0

|b|k avec n = deg P

d'où |f(P)| ⩽ ∥P∥1− |b|n+1

1− |b|
⩽ ∥P∥ 1

1− |b|
ce qui prouve le caractère lipschitzien en zéro et donc la continuité de f . Supposons |b| ⩾ 1. On

pose Pn =
n∑

k=0

Å
X

b

ãk
pour n entier. On a

∀n ∈ N ∥Pn∥ = 1 et f(Pn) =
n∑

k=0

1 = n+ 1

On en déduit que f n'est pas continue. On conclut

L'application f est continue si et seulement si |b| < 1.

7



Exercice 7 (Mines-Telecom 2023)

Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de paramètres

respectifs p et q dans ] 0 ; 1 [. On note Z =
X

Y
.

1. Montrer que Z ⩽ X. En déduire que Z est d'espérance �nie et déterminer E(Z).
2. Déterminer la loi de Z.

Corrigé : 1. On a Y(Ω) = N∗ d'où 0 ⩽ Z ⩽ X. Comme X ∈ L1, il s'ensuit que Z est d'espérance

�nie. Les variables X et
1

Y
sont indépendantes dans L1 notamment car 0 ⩽

1

Y
⩽ 1 et il vient

E(Z) = E(X)E
Å
1

Y

ã
=

1

p

+∞∑
k=1

1

k
q(1− q)k−1

On a ∀x ∈ ]−1 ; 1 [ − ln(1− x) =
+∞∑
n=1

xn

n

Ainsi Z ∈ L1 et E(Z) = − q

p(1− q)
ln(q)

2. Soit (a, b) ∈ N∗2 avec a ∧ b = 1. D'après le lemme de Gauss, il vient{
Z =

a

b

}
= {bX = aY} = {X ∈ aN∗,Y ∈ bN∗, bX = aY} =

+∞⊔
k=1

{X = ak,Y = bk}

Ainsi, par σ-additivité et indépendance de X et Y, il vient

P(Z = a/b) =
+∞∑
k=1

P(X = ak,Y = bk) =
+∞∑
k=1

P(X = ak)P(Y = bk) =
+∞∑
k=1

p(1− p)ak−1q(1− q)bk−1

On conclut P(Z = a/b) =
pq(1− p)a−1(1− q)b−1

1− (1− p)a(1− q)b
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Exercice 8 (Mines-Telecom 2023)

Soit E un R-ev normé de dimension �nie et soit (un)n ∈ EN telle que pour tout x ∈ E, la suite
(∥un − x∥)n converge.

1. Montrer que la suite (un)n admet une valeur d'adhérence.

2. En déduire que la suite (un)n converge.

Corrigé : 1. La suite (∥un∥n) est convergente donc bornée. Ainsi, la suite (un)n est à valeurs
dans une boule fermée Bf (0,R) avec R ⩾ 0 qui est un fermé borné dans un espace de dimension
�nie et est donc compacte. Par conséquent

La suite (un)n admet une valeur d'adhérence.

2. Soit φ une extractrice telle que uφ(n) −−−→
n→∞

ℓ ∈ E. Par hypothèse, on dispose de c ⩾ 0 tel que

∥un − ℓ∥ −−−→
n→∞

c

Par extraction, il vient ∥uφ(n) − ℓ∥ −−−→
n→∞

c

et on déduit c = 0 par unicité de la limite. On conclut

La suite (un)n converge.
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Exercice 9 (Mines-Telecom 2023)

Soit E un R-ev de dimension �nie et f ∈ L (E) tel que f 2 = − id .

1. Montrer que dimE est paire.

2. Montrer que Vect (x, f(x)) est stable par f pour tout x ∈ E.

3. On suppose dimE = 2n avec n entier non nul. Montrer qu'il existe des vecteurs e1, . . . , en
de E tels que B = (e1, f(e1), . . . , en, f(en)) est une base de E et préciser matBf .

Corrigé : 1. On a det(f)2 = det(f 2) = det(− id ) = (−1)dimE

Comme un réel au carré est positif, on conclut

La dimension de E est paire.

2. Soit x ∈ E. Pour α, β réels, il vient

f(αx+ βf(x)) = αf(x)− βx ∈ Vect (x, f(x))

Ainsi Pour x ∈ E, le sev Vect (x, f(x)) est stable par f .

3. On construit la suite (e1, . . . , en) par récurrence. On choisit e1 ̸= 0E. Supposons (e1, f(e1))
liée. Comme le vecteur e1 n'est pas nul, on a f(e1) colinéaire à e1 ce qui signi�e e1 vecteur
propre de f et qui est absurde puisque le spectre réel de f est vide, le polynôme X2 + 1
étant annulateur de f . On suppose avoir construit (e1, f(e1), . . . , ek, f(ek)) famille libre avec
k ∈ [[ 1 ; n − 1 ]]. On complète cette famille en (e1, f(e1), . . . , ek, f(ek), ek+1) famille libre de E.
Montrons la liberté de (e1, f(e1), . . . , ek+1, f(ek+1)). Soient (α1, β1, . . . , αk+1, βk+1) ∈ R2(k+1) tels

que
k+1∑
i=1

(αiei + βif(ei)) = 0E. Si βk+1 = 0, on a par hypothèse αi = 0 pour tout i ∈ [[ 1 ; k + 1 ]]

et βi = 0 pour tout i ∈ [[ 1 ; k ]]. Supposons βk+1 ̸= 0. Il vient

f

Å
k+1∑
i=1

(αiei + βif(ei))

ã
=

k+1∑
i=1

(−βiei + αif(ei)) = 0E

On note r =
αk+1

βk+1

et on écrit la combinaison

k+1∑
i=1

(−βiei + αif(ei))− r
k+1∑
i=1

(αiei + βif(ei)) =

k∑
i=1

[(−βi − rαi) ei + (αi − rβi) f(ei)]− (βk+1 − rαk+1) ek+1 = 0E

Par liberté de (e1, f(e1), . . . , ek+1), il vient

∀i ∈ [[ 1 ; k ]]

®
βi + rαi = 0

αi − rβi = 0
et β2

k+1 + α2
k+1 = 0

d'où ∀i ∈ [[ 1 ; k ]] αi(1 + r2) = βi(1 + r2) = 0 et βk+1 = αk+1 = 0

et on en déduit la nullité de tous les coe�cients. On construit alors la suite (e1, . . . , en) selon
le procédé décrit ci-avant. La famille (e1, f(e1), . . . , en, f(en)) est libre de cardinal égal à dimE.
Ainsi

Il existe une base de E de la forme B = (e1, f(e1), . . . , en, f(en))

avec les ei dans E etmatBf = diag(A, . . . ,A) avec A =

Å
0 −1
1 0

ã
.
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Exercice 10 (Mines 2023)

On pose ∀n ∈ N∗ un =
∑

(i,j)∈(N∗)2, i+j=n

1

i2j2

On admet l'égalité
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

1. Déterminer un équivalent simple de un lorsque n → +∞.

2. Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
∑

unx
n et calculer sa somme S.

3. Étudier la dé�nition et continuité de S en R et −R.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On a

un =
n−1∑
k=1

1

k2(n− k)2

Par décomposition en éléments simples, il vient pour k ∈ [[ 1 ; n− 1 ]]

1

k(n− k)
=

1

n

ï
1

k
+

1

n− k

ò
puis

1

k2(n− k)2
=

1

n2

ï
1

k2
+

2

k(n− k)
+

1

(n− k)2

ò
Avec des changements d'indices et la décomposition en éléments simples précédente, on obtient

un =
2

n2

n∑
k=1

1

k2
+

2

n2

n∑
k=1

1

k(n− k)

=
2

n2

n∑
k=1

1

k2
+

2

n2

n∑
k=1

1

n

ï
1

k
+

1

n− k

ò
=

2

n2

n∑
k=1

1

k2
+

4

n3

n−1∑
k=1

1

k

Par comparaison série/intégrale avec la fonction t 7→ 1

t
continue par morceaux sur [ 1 ; +∞ [

décroissante positive, il vient
n−1∑
k=1

1

k
∼

n→+∞
lnn et par conséquent

un =
n→+∞

2

n2

Å
π2

6
+ o(1)

ã
+

4 lnn

n3
(1 + o(1))

Ainsi un ∼
n→+∞

π2

3n2

2. Les séries entières
∑

zn et
∑
n⩾1

zn

n
ont même rayon de convergence égal à 1 et par conservation

du rayon de convergence pour le critère des équivalents, il vient

La série entière
∑

unx
n a pour rayon de convergence R = 1.

On pose ∀n ∈ N an =

0 si n = 0
1

n2
sinon

On remarque ∀n ∈ N un =
n∑

k=0

akan−k

D'après le produit de Cauchy de séries entières, il vient pour x ∈ ]−1 ; 1 [
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+∞∑
n=0

unx
n =

Å
+∞∑
n=0

anx
n

ã2
=

Å
+∞∑
n=1

xn

n2

ã2
Pour x ∈ ]−1 ; 1 [∖ {0}, on a

+∞∑
n=1

xn−1

n
= − ln(1− x)

x

et par intégration de série entière, la formule valant aussi pour x = 0

∀x ∈ ]−1 ; 1 [ S(x) =
+∞∑
n=1

unx
n =

Å∫ x

0

− ln(1− t)

t
dt

ã2
3. On a |un(−1)n| = un ∼

n→+∞

π2

3n2

Ainsi, les séries
∑

un et
∑

(−1)n convergent et d'après le théorème d'Abel radial, on conclut

La fonction somme S est bien dé�nie et continue sur [−1 ; 1 ].
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